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Introduzione 
di Gabriele Lolli 


Geymonat e la storia della matematica 


Le lezioni di Storia e filosofia dell’analisi infinitesimale, tenute da 
Ludovico Geymonat per il corso di Storia delle matematiche della 
Facoltà di Scienze all’Università di Torino, dal 1946 al 1949, non 
sono mai state ristampate.! 

Fsse sono invece un documento importante per la valutazione 
dello sviluppo del pensiero di Geymonat: rappresentano un momen- 
to di svolta. Dopo il soggiorno a Vienna prima della guerra, e dopo 
la guerra e la resistenza, Geymonat torna agli studi, con una prepa- 
razione che contempla sia la matematica sia la filosofia e il suo fu- 
turo non appare determinato. 

Geymonat si era laureato in matematica con Guido Fubini a Torino 
nel 1932, dopo la laurea in filosofia con Annibale Pastore nel 1930.? 

Dal 1931, in rapida successione, aveva pubblicato cinque articoli, 
note di analisi matematica classica, in uno stile che si potrebbe dire 
«alla Peano». Si dicono «alla Peano» i lavori in cui teoremi noti 
sono generalizzati, o migliorati modificando le ipotesi o indebo- 
lendole, o dimostrando con controesempi la loro indipendenza. 


! L. Geymonat, Storia e filosofia dell'analisi infinitesimale, Levrotto e Bella, Torino 1947. 

2 Si veda F. Minazzi, Ludovico Geymonat studente a Torino, in id. (a cura di), Fi/o- 
sofia, scienza e vita civile nel pensiero di Ludovico Geymonat, La Città del Sole, Napoli 
2003, pp. 392-57. Per ulteriori informazioni si veda G. Lolli, Geymonat matematico, 
commemorazione all'Accademia delle scienze di Torino, 15 dicembre 1992, in «Atti 
della Accademia delle scienze di Torino», 1993, pp. 93-96; A. Guerraggio, Geymonat 
matematico, in Ricordo di Ludovico Geymonat, dossier di «Lettera Pristem», n. 4, apri- 
le 1992 (pubblicazione dell’Università Bocconi); M. Quaranta, Ludovico Geymonat, 
seAM, Formello 2001. 
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Ma dopo la laurea in matematica aveva trascorso soggiorni di stu- 
dio in Germania e in Austria dove aveva approfondito la conoscen- 
za della «nuova filosofia della natura»? e si era familiarizzato con 
il neopositivismo. In questo contesto filosofico si era manifestato 
il primo interesse per la logica, che non era potuto emergere nel 
corso degli studi matematici, quando aveva inutilmente cercato di 
discutere di fondamenti con il «grande» Peano.‘ 

Come frutto di questi studi, nel 1936 Geymonat aveva redat- 
to un articolo sulla logica e la filosofia della scienza, quindi alcu- 
ne recensioni, e nel 1942 una analisi dell’indirizzo di logica for- 
male di Rudolf Carnap. Ma soprattutto nel 1945 aveva pubblica- 
to la sua prima importante opera filosofica, gli Studi per un nuovo 
razionalismo » 

Aveva affrontato ancora un argomento matematico nel 194], il 
principio della scelta di Zermelo, ma lo aveva trattato portando 
nella discussione i temi assimilati dalla problematica carnapiana dei 
linguaggi e del convenzionalismo. 

Dopo la guerra, l’incarico dell’insegnamento di Storia delle ma- 
tematiche sembra momentaneamente decidere a favore della mate- 
matica. Geymonat si orienta decisamente® in questa direzione negli 
anni successivi: dopo due note di analisi sulle aritmetiche genera- 
lizzate pubblicate negli «Atti dell’Accademia delle scienze di To- 
rino»? si volge allo studio dell'algebra e della topologia e scrive cin- 
que articoli, alcuni dei quali saranno ripresi da allievi romani di 
Lucio Lombardo Radice. 


è L. Geymonat, La nuova filosofia della natura in Germania, Bocca, Torino 1934. 

4 Sui suoi rapporti con Peano si veda L. Geymonat, I fondamenti dell’aritmetica se- 
condo Peano e le «obiezioni filosofiche » di Russell, in A. Terracini (a cura di), In memo- 
ria di Giuseppe Peano, Liceo Scientifico Statale, Cuneo 1955, pp. 51-63. Geymonat 
avrebbe dovuto preparare una sottotesi sulla definizione con Peano, dopo aver seguito 
il suo corso di Matematiche complementari, ma non la poté svolgere per l’intervenuta 
scomparsa del professore. 

? L. Geymonat, Studi per un nuovo razionalismo, Chiantore, Torino 1945. 

é Ma non esclusivamente. Nell'autunno del 1947 Geymonat è tra i fondatori e gli 
animatori a Torino del Centro di studi metodologici, e nel 1953 pubblica Saggi di filo- 
sofia neorazionalista, Einaudi, Torino. 

? Presentate da Francesco G. Tricomi. 

8 Pubblicati nei «Rendiconti» dell’Accademia nazionale dei Lincei, nei «Rendicon- 
ti di matematica» dell’Università di Roma e nei «Rendiconti del Seminario matemati- 
co» di Torino. 
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A differenza dei primi, i nuovi lavori di Geymonat riguardano 
in particolare gli spazi astratti come sono presentati da A. Appert 
e Ky Fan in Espaces topologiques intermédiaires (1951); questo ri- 
ferimento merita di essere ricordato perché il libro per alcuni anni 
fu oggetto di studio e d’ispirazione da parte di Geymonat, anche 
insieme ai giovani matematici che si riunivano intorno a lui. La 
scoperta dell’algebra delle strutture risale agli studi postuniversi- 
tari pre-bellici, come mostra un articolo divulgativo del 1940. 

La ricerca matematica fu in quegli anni per Geymonat un impe- 
gno sia personale sia politico, nel senso che egli riteneva suo com- 
pito favorire lo svecchiamento della cultura matematica in Italia. 
Subito dopo l’algebra astratta, anche per motivi occasionali, come 
l'orientamento di alcuni allievi, si dedicherà alla logica matemati- 
ca, questa volta più come organizzatore che in prima persona, e 
alla probabilità, dal punto di vista metodologico. D’altra parte era 
ripreso l’interesse filosofico, che lo porterà alla fine degli anni cin- 
quanta a elaborare le idee presentate in Filosofia e filosofia della 
scienza.? Geymonat aveva troppe passioni per limitarsi alla scienza 
normale; ma quei dieci anni circa di studio dedicato, tra i quaran- 
ta e cinquant'anni, rappresentano la sua piena maturità e realizza- 
zione intellettuale. 

Alla riflessione sulla storia della matematica Geymonat contri- 
buirà solo con un altro testo, oltre naturalmente all'impegno di edu- 
cazione e incoraggiamento di allievi, all’azione di sostegno e propa- 
ganda e a iniziative editoriali, quali la Storia del pensiero filosofico e 
scientifico!° e nel 1965 il contributo sulla storia della matematica al- 
l’opera Storia delle scienze, coordinata da Nicola Abbagnano.!! 


? L. Geymonat, Filosofia e filosofia della scienza, Feltrinelli, Milano 1960. 

10 L. Geymonat, Storia del pensiero filosofico e scientifico, 6 voll., Garzanti, Milano 
1970-72 (con un volume di supplemento pubblicato nel 1976; i 2 volumi collettanei di 
integrazione sul Novecento pubblicati nel 1996 come volumi ottavo e nono dell’opera 
sono curati da Enrico Bellone e Corrado Mangione). I capitoli relativi alla matematica 
inclusi in quest'opera sono scritti da Geymonat, ma sono brevi esposizioni di raccordo 
dedicate solo ai caratteri generali della matematica nei diversi periodi; ad esempio una 
decina di pagine sulla matematica greca del v e Iv secolo a. C., una ventina sulla mate- 
matica del Novecento. 

1! L. Geymonat, Storia della matematica, in Storia delle scienze, coordinata da N. Ab- 
bagnano, UTET, Torino 1965, vol. 1, pp. 306-662. Lo discuteremo più avanti. 
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Le lezioni del 1947 non sono importanti solo per la collocazione 
temporale strategica e la loro possibile funzione di levatrice, in un 
momento critico, del matematico che era in Geymonat. Il loro va- 
lore sta nel contenuto. Nell’esposizione si riconosce in atto il prin- 
cipio ispiratore del successivo pensiero di Geymonat, che la dispo- 
sizione della filosofia nei confronti di una scienza dovesse essere 
quella di cogliere dall’interno del suo sviluppo effettivo gli aspetti 
di significato filosofico. 

Il testo di Geymonat infatti, per quel che riguarda il periodo 
dell'Ottocento al quale è riservata più di metà dell’opera, dedica 
una rara e competente attenzione al movimento del rigore che lo 
caratterizza: un’interpretazione originale di Geymonat è che il ri- 
gore non si contrappone tanto all’intuizione o all’approssimazione 
delle dimostrazioni, quanto «al dogmatismo ingenuo del periodo del- 
l’Illuminismo». All’interno dello sviluppo ottocentesco è messa in 
primo piano la nascita della teoria degli insiemi nell’alveo dell’a- 
nalisi. Consapevole dell’organizzazione e delle lacune del corso di 
studi, Geymonat fornisce anche informazioni tecniche sui nuovi 
concetti! che gli studenti non incontravano, e difficilmente tutto- 
ra incontrano, nel loro curriculum: «dal capitolo 13 in poi [fino al 
22] la vera e propria esposizione storica viene abbandonata; e il 
corso si inoltra in una trattazione critica delle due teorie che stan- 
no a fondamento di tutta l’analisi moderna: la teoria dei numeri 
cardinali e la teoria del continuo» (vedi oltre, p. 165). Solo negli 
ultimi due capitoli si torna alla storia, con la nascita della teoria 
della misura e della teoria dell’integrazione, utilizzando le cono- 
scenze acquisite, che sono necessarie per la comprensione della 
loro formazione (ad esempio gli insiemi boreliani). 

Intrecciate alla storia del continuo e degli insiemi sono natural- 
mente anche la definizione dei numeri naturali e la logica matema- 
tica: nel presentare il contributo di Peano, Geymonat discute del 
metodo assiomatico e, coerentemente con il carattere didattico 
dell’esposizione, saggiamente non si astiene dal presentare esempi 
di dimostrazione per induzione agli studenti, che di solito non sono 
familiari con l'argomento. 


1? Il testo di riferimento è un trattato avanzato di teoria degli insiemi come quello 
di W, Sierpirîski, Legons sur les nombres transfinis, Gauthier-Villars, Paris 1928. 
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In tutta la narrazione si sente la sorpresa, l'eccitazione di chi sco- 
pre — e vuole comunicare — quali grandi questioni concettuali stia- 
no al di sotto di quello che nei corsi istituzionali ha imparato in 
modo noioso, o semplicemente meccanico, ridotto a formule.!* 

Quale grande fortuna sarebbe se si potesse prolungare l’esposi- 
zione di cinquanta anni e fare la stessa operazione didattica con i 
nuovi concetti dell'analisi moderna, ad esempio una trattazione de- 
gli spazi vettoriali topologici.!‘ 

Nello stesso spirito, la discussione dei temi della crisi dei fonda- 
menti (antinomie insiemistiche e «sintattiche», costruzione di lo- 
giche, problema dell’esistenza degli insiemi) dimostra come nei pro- 
tagonisti non vi sia nulla di tormentato e preoccupato, e come la 
parola «crisi» sovraimposta dalla tradizione storiografica sia un’in- 
terpretazione fuorviante; al contrario gli attori hanno la consape- 
volezza appassionata di vivere un momento positivo, di essere im- 
pegnati in ricerche nuove, difficili, di grande momento e che cam- 
bieranno la matematica futura. 

La storia dell’analisi infinitesimale è per Geymonat la storia di un 
grande successo. L’analisi resta la «matematica dell'infinito» per ec- 
cellenza - è la frase di chiusura di Geymonat —- ma «oggi essa è una 
scienza “critica”, che elabora i suoi concetti con tutti gli strumenti 
più sottili della logica, che non si arretra di fronte alle più singolari 
antinomie, che non si lascia sgomentare dall’alone di mistero di cui 
l'infinito è circonfuso nel linguaggio ordinario» (oltre, p. 355). 

A Geymonatin particolare interessa rilevare che le ricerche criti- 
che sui fondamenti dell’aritmetica «finiranno col far crollare com- 
pletamente la fede cieca e dogmatica nell’assolutezza della scien- 
za». Con le parole di Emile Picard, citate con approvazione, «il bi- 
sogno di rigore nelle matematiche ha avuto le sue approssimazioni 
successive e, a questo riguardo, la nostra scienza non ha il caratte- 
re assoluto che tante persone le attribuiscono» (p. 176). 

Sorprende la maturità di questa prima prova impegnativa da parte 
di Geymonat nel campo della storia, sia pure narrativa. Geymonat 


13 La fede che ha sostenuto il vertiginoso progresso dell’analisi nel Settecento era 
una «fede nella parte formale», nell’efficacia degli algoritmi, «non suffragata da una 
conoscenza precisa dei suoi principi logici», osserva all’inizio del capitolo 10 (vedi 
oltre, pp. 157-58). 

14 Per scrivere un nuovo trattato di analisi Bourbaki ha finito per ricostruire l’ar- 
chitettura delle matematiche negli E/éments. 
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conosce bene la bibliografia, aggiornata rispetto ai suoi tempi, di- 
scute i classici storiografici del suo periodo, affronta e prende posi- 
zione sulle questioni interpretative dibattute; dà soprattutto ampio 
spazio ai giudizi dei protagonisti, cita cioè spesso i matematici stes- 
si, anche le loro valutazioni dei passaggi critici;!’ sa quanto sia si- 
gnificativo il confronto tra i manuali, come quando segnala l’abis- 
so che separa il trattato di Cauchy da quello di Lacroix di pochi anni 
precedente; non trascura di menzionare i fattori sociali e istitu- 
zionali, quando rilevanti, come il ruolo giocato dalla costituzione 
dell’Ecole polytechnique o la creazione delle riviste scientifiche in- 
ternazionali, e la funzione delle scuole nazionali — in particolare 
francese, italiana e tedesca - pur in un contesto di crescente in- 
ternazionalizzazione. 

Il libro di Geymonat è in definitiva ancora fresco e leggibile, an- 
che se considerato semplicemente come testo didattico, che sareb- 
be riduttivo, e ha una sua particolare fisionomia che ne garantisce 
l'attualità nel confronto con manuali più recenti.!° Il suo autore 
era compiaciuto soprattutto per il fatto che gli studenti leggevano 
con entusiasmo i testi originali che consigliava loro. 

La Storia della matematica del 1965 ha un carattere diverso, è un 
capitolo sia pure esteso di un’opera enciclopedica, ed è dedicato a 
tutta la matematica, a scapito inevitabilmente degli approfondimen- 
ti. Geymonat stesso avverte il lettore!” che la trattazione non può 
essere completa, per la vastità della materia, nonostante dolorose 
drastiche esclusioni come quella della matematica pre-ellenica e di 
altre civiltà. Ha preferito fare una scelta: sacrificare in parte le no-. 
tizie ma cercare di «enucleare i caratteri che [la matematica] ha 
avuto in passato e quelli che ha nell’epoca attuale (o che, per lo me- 
no, sembra avere a giudizio dello scrivente) ... e le svolte da essa su- 
bite, esaminando i problemi e le teorie matematiche da un punto 
di vista non puramente statico o tecnico, ma dinamico e filosofi- 
co». Sono parole che sembrano ripetere quasi letteralmente quan- 


15 Tra i matematici coinvolti con le loro parole sulle questioni fondazionali trovia- 
mo E. Borel, A. Denjoy, A. A. Fraenkel, P. E. B. Jourdain, H. Lebesgue, E. Picard, W. 
Sierpiriski, L. Tonelli, oltre ai soliti noti. 

16 Solo alcune peculiarità lessicali, stilistiche, di punteggiatura e il vezzo di italia- 
nizzare i nomi propri degli stranieri non ci permettono di dimenticare la data di com- 
posizione. 

17 Geymonat, Storia della matematica cit., Avvertenza, p. 306. 
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to detto nell’avvertenza alle lezioni del 1947,!8 con una sfumatura 
non trascurabile, il mancato riferimento ai «problemi critici tut- 
t'ora aperti». 

Nel licenziare la Storia della matematica tuttavia Geymonat co- 
glie l’occasione per enunciare esplicitamente i criteri metodologici 
ai quali deve attenersi la storia della matematica, e in generale 
della scienza, criteri che si riconoscono già applicati, in nuce, nella 
precedente fatica. Geymonat rinvia il lettore alle ultime pagine 
dove si troveranno «alcuni brevi cenni a un indirizzo di pensiero 
che sostiene la necessità di cercare il significato di ciascuna scien- 
za (in particolare della nostra) nel suo sviluppo storico. Il presen- 
te lavoro è stato per l’appunto concepito nel quadro di questo in- 
dirizzo e si propone quindi di chiarire - attraverso la storia — la 
natura stessa della matematica [attuale]». 

Le ultime pagine costituiscono il capitolo 10 intitolato «Filoso- 
fia della matematica».!? Giunto alla fine della narrazione, Gey- 
monat commenta che da essa emergono «notevoli implicanze filo- 
sofiche» delle ricerche più recenti, sia che si considerino i temi af- 
frontati, quali «la struttura dei più fondamentali enti matematici: 
numero, insieme, spazio ecc.», sia che si rifletta sulla «tendenza ... 
verso una generalità via via maggiore e verso un rigore formale sem- 
pre più perfetto». 

Nel passato, ricorda Geymonat a proposito della filosofia della 
matematica, tutti i grandi sistemi si sono pronunciati sulla natura 
e il valore della matematica ma lo hanno fatto in base a «una con- 
cezione generale della conoscenza » più che muovendo da «una di- 
retta riflessione sugli effettivi procedimenti in uso nella matemati- 
ca». Adesso le indagini della filosofia della matematica scaturisco- 
no senza mediazioni dal lavoro del matematico e sono rivolte a di- 
scutere i problemi affiorati in tale lavoro. 

Tra i filosofi della matematica contemporanei sussistono diffe- 
renze a seconda dei temi dai quali prendono le mosse, che posso- 


18 «Non potendo raccogliere per iscritto, senza superare i limiti che mi ero prefis- 
si, tutti i molteplici riferimenti che vengono spontanei nella conversazione orale, ho 
preferito, per rendere più viva la materia, sacrificare in parte le notizie che già si tro- 
vano esposte nei testi comuni di storia delle matematiche, e porre invece in un certo 
rilievo i problemi storici e critici che rimangono tutt'oggi aperti in questo campo di ri- 
cerche» (vedi oltre, p. 3). 

1? Geymonat, Storia della matematica cit., pp. 656-59. 
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no essere la geometria o la probabilità o l’applicabilità della mate- 
matica o gli argomenti della questione dei fondamenti. A proposi- 
to di questi Geymonat riassume in breve le scuole classiche del lo- 
gicismo, formalismo e intuizionismo, e osserva giustamente che al 
momento le dispute si sono placate, mentre se ne sono sviluppate 
altre, come quella sul significato dei teoremi di Gédel. Tali inda- 
gini si sono inserite inevitabilmente in dibattiti più ampi sulla na- 
tura della conoscenza scientifica e sul linguaggio e Geymonat men- 
ziona l’intersezione con il neopositivismo. 

Gli attuali filosofi della matematica, quelli attivi al tempo di Gey- 
monat, hanno in comune due atteggiamenti: «quello di formulare 
i propri problemi in diretto ed esclusivo riferimento ai risultati 
raggiunti — in sede tecnica - dalle odierne ricerche sui fondamen- 
ti» e quello di non tenere in nessun conto la storia. 

Geymonat tuttavia individua, o costruisce, un altro filone «che 
invece ha dato la massima importanza al riferimento alla storia», 
e lo vede intrecciato con i nomi di Léon Brunschvicg, Pierre Bou- 
troux, Giovanni Vailati, Federigo Enriques. 

Di Enriques in particolare ricorda come sia evoluto da un inte- 
resse iniziale psicologistico a una sorta di platonismo, posizioni en- 
trambe poco risonanti in Geymonat. Forse in nessun luogo come in 
questo tuttavia viene espresso da Geymonat un apprezzamento così 
esplicito per Enriques, e il riconoscimento di un debito intellettua- 
le nei suoi confronti: «Il merito maggiore di Enriques resta comun- 
que, a giudizio dello scrivente, quello di essersi sforzato di determi- 
nare la natura della conoscenza matematica attraverso l’analisi sto- 
rica delle grandi svolte da essa subite nel suo millenario sviluppo». 


Nel chiudere la mia esposizione desidero far[e] presente [al lettore] l’impor- 
tanza di alcune conclusioni che si possono ricavare dall’insegnamento enrique- 
siano e che costituiscono, a mio giudizio, la guida oggi più utile per chiunque si 
accinga a un’indagine veramente seria di filosofia della matematica: 

1) ogni scienza, e in particolare la nostra, rivela la propria «essenza» unica- 
mente attraverso la sua effettualità storica, onde non ha senso voler inda- 
gare «filosoficamente» su di essa senza un preciso e costante riferimento 
a tale effettualità; 

2) è pertanto illusoria la pretesa di alcuni filosofi, che vorrebbero spiegare a 
priori la vera natura della matematica, definendo — in base a mere consi- 
derazioni filosofiche generali - i concetti di cui essa «dovrebbe» secondo 
loro occuparsi (il concetto di quantità, di spazio, di misura ecc.); 


INTRODUZIONE XV 


3) è pure illusoria la pretesa di alcuni logici, che credono di poter determi- 
nare in modo esauriente la natura della matematica, non operando altro 
che un esame - sia pure scrupolosissimo - dei concetti primitivi e degli as- 
siomi su cui si basano le singole teorie aritmetiche, geometriche ecc. (senza 
tener conto che questo esame, e in genere tutto il complesso di dibattiti 
sorti intorno alla questione dei fondamenti, costituisce sì uno dei fattori 
più importanti della matematica moderna, ma non l’unico fattore di essa); 

4) la ricerca matematica - quale è venuta attuandosi nel xIx secolo e nel no- 
stro - rivela incontestabilmente due caratteri in certo modo antitetici e tra 
loro complementari: una tendenza alla massima specializzazione e una pa- 
rallela tendenza verso teorie sempre più generali e più comprensive, capa- 
ci di riunificare (almeno da un punto di vista formale) campi di indagine 
che erano finora apparsi totalmente indipendenti l’uno dall’altro; 

5) il filosofo della matematica deve studiare col massimo scrupolo - insieme 
al problema logico dei fondamenti - anche la dialettica delle due tenden- 
ze testé accennate, nella chiara consapevolezza che il proprio compito non 
è quello di determinare la natura assoluta (metafisica) della matematica 
(considerata come «scienza in sé», fuori del tempo), ma la natura che essa 
possiede oggi, e quella che ha posseduto in passato, senza che ciò preco- 
stituisca alcun limite per il suo «divenire» futuro. 


Nella successiva Storia del pensiero filosofico e scientifico, nel ca- 
pitolo «Problemi filosofici della matematica e della fisica odier- 
ne»,2° Geymonat aggiungerà due voci a queste caratteristiche di 
interesse filosofico: l’introduzione nella matematica pura del me- 
todo assiomatico, nonostante possa apparire una «trattazione poco 
naturale», e il potenziamento della matematica applicata; que- 
st'ultimo è stato favorito non solo dalla disponibilità del calcolo 
automatico ma anche dal metodo assiomatico stesso, che permet- 
te di recepire le sollecitazioni di altri campi nella forma di model- 
li. Nel leggere queste più tarde osservazioni si riconosce come 
Geymonat abbia applicato alla propria riflessione, relativa alla ma- 
tematica di cui è stato testimone nel corso della sua vita, il pre- 
cetto metodologico da lui raccomandato della continua attenzione 


all’effettualità storica. 
GABRIELE LOLLI 


20 Vol. 6, cap. 14, pp. 683-728. 


Storia e filosofia 
dell'analisi infinitesimale 


Avvertenza 


Nell'autunno 1946 la Facoltà di Scienze di Torino ha voluto af- 
fidarmi per incarico il corso (di nuova istituzione per l'Ateneo to- 
rinese) di storia delle matematiche, lasciandomi la più ampia liber- 
tà nella scelta del programma e incoraggiandomi a legare i problemi 
storici con quelli, da me più particolarmente coltivati, di logica e 
di filosofia delle scienze. Il presente volume raccoglie i punti fonda- 
mentali delle mie lezioni, opportunamente rielaborati in base all’u- 
tile esperienza di un anno di insegnamento, e integrati con qualche 
argomento che ho in animo di aggiungere nel prossimo anno acca- 
demico. 

Il volume comprende tre parti: le due prime di carattere preva- 
lentemente storico, e una terza che aggancia la storia dell’analisi 
infinitesimale nel xx secolo al problema dei fondamenti. 

Le due prime parti svolgono - secondo quanto dice il titolo del 
corso — un capitolo solo della storia delle matematiche; si tratta 
però, com'è ben noto, di un capitolo fra i più importanti, per com- 
prendere il quale occorrono spesso riferimenti a tutto lo sviluppo 
del pensiero matematico e talora anche qualche accenno allo svilup- 
po delle altre scienze e della filosofia. Non potendo raccogliere per 
iscritto, senza superare i limiti che mi ero prefissi, tutti i molte- 
plici riferimenti che vengono spontanei nella conversazione orale, 
ho preferito, per rendere più viva la materia, sacrificare in parte le 
notizie che già si trovano esposte nei testi comuni di storia delle ma- 
tematiche, e porre invece in un certo rilievo i problemi storici e 
critici che rimangono tutt’oggi aperti in questo campo di ricerche. 
Alla deficienza di notizie ho poi cercato di supplire con una certa 
ricchezza di indicazioni bibliografiche, che - ne sono persuaso - 
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riusciranno abbastanza utili agli studenti. Ho constatato infatti 
con piacere, nell’anno accademico 1946-47, che molti di essi, non 
solo prendevano viva parte allo sviluppo del corso, ma si facevano 
premura di integrare le mie lezioni con varie, difficili letture: se- 
gno evidente che l’amore per la cultura generale storico-filosofica 
non è affatto spento nei giovani, e nemmeno in quelli che per pro- 
fessione intendono dedicarsi alle scienze specializzate. 

La terza parte del volume affronta, sotto l'aspetto storico e anco- 
ra più sotto l’aspetto logico, i gravi problemi connessi ai fondamen- 
ti della matematica e in particolare dell’analisi. Partendo dai lavo- 
ri di Dedekind, Peano e Frege, giunge all’esame di alcuni impor- 
tanti capitoli della teoria degli insiemi e di altri rami, ad essa vici- 
ni, della matematica: argomenti che in genere non trovano posto 
nei corsi fondamentali della Facoltà. Ritengo perciò che essa possa 
riuscire di una certa utilità agli studenti, non solo in quanto li abi- 
tua a riflessioni critiche assai sottili e delicate, ma anche perché 
completa la loro cultura di matematici moderni. 

Nella stesura di questa terza parte mi sono valso, per larga parte, 
degli appunti presi durante le mie lezioni dallo studente Silvio No- 
cilla, cui rinnovo qui il più vivo ringraziamento. Ringrazio pure fin 
d’ora quei maestri e quei colleghi che, preso interesse per il nuovo 
tipo di esposizione storico-filosofica da me tentato, vorranno favo- 
rirmi delle loro preziose osservazioni e dei loro suggerimenti. 


Torino, ottobre 1947 L. GEYMONAT 


Parte prima 


Le origini dell’analisi infinitesimale 
nel periodo greco 


1. 


Sguardo generale alla storia della matematica greca 


Non ci si può avviare allo studio di un capitolo della storia della 
matematica greca, senza premettere un cenno, sia pure molto sche- 
matico, allo sviluppo generale di essa e senza offrire al lettore una 
qualche informazione bibliografica che gli sia di orientamento nelle 
ricerche particolari. 

La prima grande opera sulla storia della matematica fu scritta nel 
Settecento da uno studioso francese, Giovanni Stefano Montucla 
(1725-1799). Ma era, in massima parte, una storia aneddotica non 
surrogata da un esame scientifico dei testi. Ciò malgrado essa costi- 
tuì per circa un secolo il lavoro base in tale campo di studi; basti 
ricordare che ancora ad essa fece capo, nel 1837, il grande mate- 
matico M. Chasles per le notizie storiche inserite nel suo celebre 
Apergu historique sur l’origine et le développement des méthodes en 
geometrie. 

Fu nella seconda metà dell’Ottocento che alcuni studiosi tede- 
schi, inglesi e francesi, forti dei nuovi metodi allora entrati in uso 
nella filologia classica, iniziarono una radicale opera di revisione, 
ponendo in luce le gravi manchevolezze del Montucla. Il primo fu 
C. A. Bretschneider, autore di uno studio Die Geometrie und die 
Geometer vor Euklides pubblicato a Lipsia nel 1870; presto seguito 
da G.J. Allman autore della Greek Geometry from Thales to Euclid 
pubblicata a Dublino nel 1885; e poi dal celebre storico francese 
Paul Tannery di cui avremo spesso a parlare, e da molti altri. 

Tanto fervore di ricerche diede luogo, sul finire del secolo, alla 
pubblicazione di opere generali, che ancora oggi si possono ritenere 
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utilissime per chi intenda addentrarsi in questo campo di studi. Ne 
citerò soltanto alcune: 

Maurizio Cantor, Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik, il 
cui primo volume riguarda appunto la storia della matematica greca. 
Pubblicate a partire dal 1880 e poi arricchite nelle ulteriori edizio- 
ni, queste celebri lezioni sono oggi alquanto invecchiate; è tuttavia 
fuori dubbio che esse «segnarono un’epoca nella storia delle ricer- 
che intorno all’evoluzione del pensiero matematico» (Loria). 

Hieronymus Georg Zeuthen, Die Lebre von den Kegelschnitten im 
Altertum (ed. danese 1885; ed. tedesca 1886). E l’opera di un emi- 
nente matematico, che era insieme un dottissimo storico. Del mede- 
simo autore va ricordato un lavoro, di più facile lettura ma pur esso 
molto pregevole, sulla storia delle matematiche nell’antichità e nel 
Medioevo (ed. danese 1893; tedesca 1895; francese 1902). 

Paul Tannery, Pour l’histoîre de la science hellène. De Thalès à Em- 
pédocle (1° ed. 1887, 2° ed. 1930). Oltre questo importante studio, 
si possono utilmente consultare le molte note del Tannery su ar- 
gomenti particolari di storia antica e moderna raccolti - a cura di 
Heiberg, Zeuthen e Loria - in vari volumi pubblicati dall’editore 
Gauthiers-Villars (1912-30). 

Gino Loria, Le scienze esatte nell’antica Grecia (1° ed. nelle «Me- 
morie della R. Accademia di Modena», 1893-1902; 2? ed. 1914). 
Ricordiamo del medesimo autore la ben nota Storia delle matemati- 
che, in tre volumi, che non ha però un carattere di ricerca originale 
come la precedente. 

A questi lavori generali si sono aggiunte, oggi, molte ricerche mo- 
nografiche, che hanno integrato e in parte anche modificato le tesi 
ivi sostenute. Esse sono talora l’opera, non soltanto di singoli stu- 
diosi, ma di vere e proprie scuole, che compiono indagini accuratis- 
sime sui più importanti problemi di storia delle matematiche. 

Anche in Italia ne abbiamo avuto un esempio nella scuola del com- 
pianto professore Federigo Enriques, al quale si devono fra l’altro 
preziose traduzioni di testi classici, cui faremo frequente riferimento 
nei prossimi capitoli. Basti citare gli Elementi di Euclide e la critica 
antica e moderna (1925-35), in quattro volumi, con note introduttive 
di vari autori, composte e coordinate sotto la guida dell’Enriques. 

Indicheremo via via, nello sviluppo del nostro corso, le monogra- 
fie più importanti per la storia dell’idea infinitesimale. Non possia- 
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mo invece, per ragioni di spazio, fermarci a delineare una bibliogra- 
fia completa di tutti gli altri capitoli della Storia della matematica 
greca. Il lettore può consultare, a questo scopo, la Guida allo studio 
della storia delle matematiche del professor Gino Loria (2° ed., rifusa 
e aumentata, 1946). 

Pure assai utile, per un primo orientamento su quelle che furono 
le più importanti evoluzioni negli studi di storia delle matematiche, 
è un’altra opera del medesimo professor Loria: Scritti, conferenze, di- 
scorsi sulla storia delle matematiche (1936). 


Di. 


Dopo le schematiche informazioni del paragrafo precedente, che 
riguardano il campo specifico della storia delle matematiche, mi per- 
metto ora di richiamare l’attenzione del lettore su altri problemi, 
più generali, che pur sono connessi alla nostra indagine. Si tratta di 
problemi che non formeranno da parte nostra oggetto di studi par- 
ticolari, ma che è bene tenere presenti se ci si vuol rendere conto di 
tutte le difficoltà della ricerca. 

Sono: il grande problema di determinare con esattezza gli influs- 
si esercitati sulla scienza greca dalle culture orientali (mesopotami- 
ca ed egiziana); il problema dei rapporti fra evoluzione delle specu- 
lazioni filosofiche ed evoluzione delle dottrine scientifiche; tra 
sviluppo della scienza e della tecnica in genere e sviluppo delle ricer- 
che matematiche. Dato il carattere speciale del presente corso, non 
potrò soffermarmi su di essi. Credo bene tuttavia che il lettore non 
li dimentichi; che si sforzi di inquadrare in essi le indagini partico- 
lari che noi faremo nel campo limitato dell’analisi infinitesimale. 

Noi non potremo, per esempio, affrontare in tutta la sua vastità 
il primo dei problemi ora ricordati; ma è chiaro che non si può 
cogliere a fondo il significato delle più antiche scuole matematiche 
greche (la ionica e la pitagorica) senza inserirle nel quadro assai com- 
plesso dei rapporti culturali fra Grecia ed Egitto, fra Grecia e Meso- 
potamia. Così non si può comprendere il progresso metodologico 
compiuto da Eudosso e da Euclide, senza tenere conto della profon- 
da influenza esercitata sulla scienza dalle speculazioni filosofiche di 
Platone ecc. 
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Dirò di più: uno studio completo della storia della matematica 
greca richiederebbe anche uno studio dei rapporti fra gli antichi miti 
religiosi e le prime idee scientifiche dei presocratici; e poi uno stu- 
dio delle influenze, esercitate sulle grandi manifestazioni culturali, 
dallo sviluppo politico-economico delle città greche e dei regni del- 
l’età alessandrina. 

Mi limiterò qui a indicare alcune opere ove il lettore può appren- 
dere qual è lo stato attuale dei problemi accennati. Anzi, mi limiterò 
a quelle che possono servirgli da guida nell'esame dei problemi più 
schiettamente culturali; ché per gli altri (di carattere prevalente- 
mente economico-sociale) non mi resta che rinviarlo ai grandi trat- 
tati di storia politica. 

Sui rapporti tra lo sviluppo delle teorie filosofiche e quello delle 
ricerche matematiche, è classica l’opera Les étapes de la philosophie 
mathématigue di Léon Brunschvicg. E senza dubbio un’opera vizia- 
ta da alcuni gravissimi difetti, che provengono dall’ispirazione 
idealistica dell’autore, ma costituisce ciò malgrado un’ottima prima 
lettura per chi voglia comprendere l’influenza esercitata sulla mate- 
matica da Platone e Aristotele, e poi da Cartesio, Leibniz ecc. 

Per quanto riguarda la storia delle scienze nell'antichità, mi limi- 
terò a citare due trattati accessibili a ogni studioso: uno italiano, la 
Storia del pensiero scientifico, vol. 1: Il mondo antico di F. Enriques e 
G. de Santillana (1932); l’altro francese, del professor Abel Rey, 
direttore dell’istituto di storia delle scienze di Parigi, La science dans 
l’antiquité, che costituisce una delle più vaste e aggiornate indagini 
sul difficile argomento. Il vol. 1, La science orientale avant les Grecs, 
è del 1930; il vol. 2, La jeunessse de la science grecque, del 1933; il 
vol. 3, La maturité de la pensée scientifique en Grèce, del 1939. 

Per la storia della filosofia, ritengo particolarmente utile la lettu- 
ra delle seguenti opere: 

Edoardo Zeller, La filosofia dei greci nel suo sviluppo storico (1932- 
38) a cura del professor Rodolfo Mondolfo. Soprattutto notevoli, in 
questa traduzione dalla celebre opera dello Zeller, le eruditissime 
note del Mondolfo, che possono servire di sicuro orientamento cir- 
ca lo stato attuale delle ricerche intorno ai più importanti problemi 
della cultura greca. 
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Léon Robin, La pensée grecque et les origines de l’esprit scientifique 
(1923).! Come dice il titolo stesso, il pensiero filosofico vi è esposto 
nei suoi profondi rapporti con la scienza. 

Nicola Abbagnano, Storia della filosofia, vol. 1 (1946). Pur pre- 
scindendo nel modo più completo dalla storia delle scienze, che 
l’Abbagnano considera assolutamente distinta dalla storia della filo- 
sofia, quest'opera è di assai utile consultazione per chiunque voglia 
farsi un’idea della ricca problematicità dei filosofi antichi. 


3. 


Qualche cenno, sia pure brevissimo, sulle fonti è indispensabile. 
(Resta tuttavia escluso, dato il carattere del corso, un esame analiti- 
co di esse; tale esame va rinviato, anche qui entro i limiti del possi- 
bile, a esercitazioni integrative parallele allo sviluppo delle lezioni). 

La prima fonte è costituita dai frammenti, pervenuti fino a noi, 
dei fisico-filosofi presocratici. Di essi abbiamo una preziosa e accu- 
rata collezione, opera di Hermann Diels. Porta il titolo Die Frag- 
mente der Vorsokratiker; griechisch und deutsch (1° ed. 1903). Note- 
volmente migliorate le posteriori edizioni, e ampliate con l’aggiunta 
di un volume di supplementi). 

Molto importanti sono pure alcuni accenni alle conoscenze mate- 
matiche dell’epoca, che troviamo qua e là nei dialoghi di Platone e 
nelle opere di Aristotele. (Non è il caso di citare qui le varie edizio- 
ni italiane di tali opere). 

La terza più importante fonte ci è fornita dalle opere originali di 
Euclide, Archimede, Apollonio, e degli altri matematici minori. Già 
citammo l’edizione degli Elementi di Euclide curata dalla scuola di 
Enriques. Daremo nel capitolo 4 notizie particolari sulle opere di Ar- 
chimede. Quanto ad Apollonio basti ricordare che, degli otto libri 
del suo celebre trattato sulle coniche, i primi quattro pervennero a 
noi nel testo greco; il quinto, sesto, settimo nella traduzione araba; 
l'ottavo invece andò perduto. 

Un'ultima fonte, pur essa molto notevole, è costituita dai com- 
menti alle opere matematiche classiche, composti (nei secoli Iv, v, vI 


1 [Trad. it. Storia del pensiero greco, Einaudi, Torino 1951]. 
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d.C.) dagli studiosi alessandrini: il Commento al I libro degli Ele- 
menti di Euclide scritto da Proclo; la Collezione matematica di Pap- 
po; i Commenti di Eutocio ad Archimede e Apollonio; il Comzzento 
alla Fisica di Aristotele di Simplicio; ecc. Di particolare interesse il 
Commento di Proclo a causa del frammento storico contenuto nel 
prologo (concernente lo sviluppo della geometria greca fino a Eucli- 
de). Sembra accertato che questo celebre frammento riporti lunghi 
brani di una storia delle matematiche, scritta nel 1 secolo a. C. ad 
opera di un certo Gemino. Questi a sua volta attingeva le proprie 
notizie da un antico libro di storia delle matematiche, composto da 
Eudemo, un discepolo di Aristotele. Lo studioso può leggere una 
traduzione italiana del frammento di Proclo nel capitolo 1 dell’o- 
pera su citata di Gino Loria Le scienze esatte nell’antica Grecia. 

Notizie, sia pur non sempre attendibili, sulla vita e l’opera dei 
grandi pensatori greci (filosofi e scienziati) si possono trovare in 
Plutarco, in Diogene Laerzio e in altri doxografi. (Si indicano con 
questo nome scrittori del tardo periodo alessandrino, che hanno 
riportato le opinioni dei vari filosofi e scienziati dell’epoca classica, 
per lo più senza avere alcuna comprensione esatta del loro pensie- 
ro. Importante la raccolta del Diels Doxographi graeci edita a Berli- 
no nel 1879). 


4. 


Mi sembra ora opportuno dare un quadro riassuntivo delle prin- 
cipali scuole matematiche greche; esso potrà offrire alcuni punti di 
riferimento per le notizie particolareggiate che esporremo, nei capi- 
toli prossimi, sui primi sviluppi dell’idea infinitesimale. Va detto 
però con chiarezza che si tratta soltanto di uno schema, cui non pos- 
siamo attribuire altro che un valore didattico. 

Il nostro schema raggruppa i matematici greci in sette scuole di 
importanza, come vedremo, assai diversa una dall’altra: 


1) Scuola ionica (primi decenni del vi secolo a. C.). 


E il periodo in cui la filosofia si presenta ancora sotto forma di un 
ingenuo naturalismo, e la scienza non gode, rispetto alle ricerche fi- 
losofiche, di alcuna reale autonomia. 
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Talete, il fondatore della scuola, è un valente uomo di affari che, 
avendo compiuto lunghi viaggi fuori della patria cerca, tornato a 
Mileto, di far conoscere ai greci i meravigliosi progressi della scien- 
za realizzati dagli egizi e dai caldei. Si sforza tuttavia di adattarli al 
particolare genio greco; tale adattamento consiste - specie per quan- 
to riguarda la scienza matematica - in un tentativo di rivestire quei 
risultati di una embrionale forma dimostrativa. E il primo inizio del 
glorioso metodo geometrico, che formerà il vanto dei grandi mate- 
matici greci. 


2) Scuola pitagorica (vi-v secolo a. C.). 


Con Pitagora si sale a uno dei gradi più elevati della speculazione 
filosofica e matematica. Le influenze orientali sono ancora profonde; 
ma l'esigenza dimostrativa ha fatto ormai notevoli progressi, e pos- 
siamo quasi dire che essa acquista una chiarezza completa. Mentre 
nella matematica degli orientali l’interesse prevalente era riservato 
all’aritmetica, qui si afferma una «aritmo-geometria» che apre la 
strada al predominio degli studi geometrici, caratteristico dei greci. 

Tutta la dottrina pitagorica possiede un carattere mistico ben vi- 
sibile; ciò non impedisce però che essa faccia compiere al pensiero an- 
tico un notevole passo verso la spiegazione razionalistica del mondo. 

Come curiosità possiamo ricordare che, mentre il teorema solita- 
mente detto di Talete non risale affatto al fondatore della scuola 
ionica, invece le proposizioni solitamente attribuite a Pitagora furo- 
no, proprio, opera sua o per lo meno della sua scuola. 


3) Scuola eleatica (inizio del v secolo a. C.). 


La celebre scuola di Parmenide e Zenone sorse come setta dissi- 
dente della scuola pitagorica. 

Contro il pluralismo di Pitagora essa afferma l’unità dell'Essere; 
contro la filosofia di Eraclito ne afferma l’immobilità; concetti que- 
sti di carattere scientifico-filosofico, che vengono difesi con argo- 
mentazioni dialettiche di sorprendente sottigliezza. 

Da un punto di vista matematico, è fondamentale l’opera compiu- 
ta da questa scuola allo scopo di spogliare la geometria da ogni residuo 
di empirismo ancora visibile in Pitagora. Le tesi eleatiche esercite- 
ranno ben presto una larga influenza su tutti i principali indirizzi 
della scienza e della filosofia greca. 
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4) Scuola di Atene (fine del v secolo a. C.; inizio del Iv). 


I suoi rappresentanti più significativi furono Ippocrate di Chio, 
Platone e Teeteto. 

Mentre il grande problema, che aveva dominato l’era pitagorica, 
era quello di duplicare il quadrato, qui i problemi matematici che 
passano in primo piano sono tre: duplicazione del cubo, trisezione 
dell’angolo, quadratura del cerchio. La discussione dei mezzi, cui si 
fa ricorso per la loro soluzione, spinge i matematici della scuola di 
Atene (e specialmente Platone) a tracciare con scrupoloso rigore i 
limiti della scienza geometrica. La loro conclusione è che il matema- 
tico può soltanto fare ricorso a costruzioni geometriche pure (quel- 
le ottenibili con riga e compasso), non a costruzioni meccaniche che 
finirebbero con «oscurare e togliere la bellezza della geometria, ri- 
ducendola allo stato pratico, invece di elevarla ‘in alto, di fare come 
oggetto di essa le figure eterne e incorporee». 

La matematica viene qui concepita, non più come identificantesi 
con la filosofia (secondo il pensiero pitagorico), né come pura e sem- 
plice sistemazione di conoscenze empiriche, ma come anello interme- 
dio tra il mondo delle sensazioni e quello delle idee. La matematica è, 
secondo Platone, un complesso di verità che trova il suo fondamento 
ultimo e assoluto nel mondo delle idee. Il fatto che le proposizioni 
matematiche siano verificate dovunque, anche nel mondo fisico, ci 
prova che i fatti contingenti si uniformano alle verità eterne. 


5) Scuola di Cizico (Iv secolo a. C.). 


Fu la prima scuola greca, in cui la ricerca matematica si rese com- 
pletamente autonoma rispetto alla filosofia. 

I problemi matematici da essa studiati sono gli stessi della scuola 
di Atene; il modo però di studiarli è prevalentemente tecnico. Pur con- 
tinuando a riguardare come perfette soltanto le figure costruite con 
riga e compasso, Eudosso, Menecmo e Dinostrato (i più noti maestri 
della scuola di Cizico), cominciano tuttavia a interessarsi di curve 
superiori: le coniche, la quadratrice ecc. Essi scoprono che la solu- 
zione dei tre grandi problemi (duplicazione del cubo ecc.) può veni- 
re ottenuta senza difficoltà con l’uso di queste curve. 

Fondamentali sono i loro contributi alla sistemazione logica del- 
le teorie, che verranno poi esposte negli Elezzenti di Euclide: soprat- 
tutto della teoria delle proporzioni. 
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6) Prima scuola di Alessandria (11, 11, 1 secolo a. C.). 


Questa scuola ebbe la fortuna di trovarsi collegata, nel primo 
secolo della sua esistenza, con i tre più grandi matematici dell’era 
antica: Euclide, Archimede, Apollonio. 

Euclide fu uno dei più chiari insegnanti dell'università di Ales- 
sandria e diresse la sezione matematica della biblioteca annessa a 
tale università. Archimede, pur non avendo insegnato in Alessan- 
dria, è legato a questa scuola sia perché studiò in essa sia perché fu 
in rapporto scientifico ininterrotto con i matematici alessandrini. 
Apollonio studiò egli pure ad Alessandria e, dopo aver insegnato 
lungo tempo a Pergamo (ove era sorta una università simile a quella 
di Alessandria), venne negli ultimi anni della sua vita a insegnare 
nella gloriosa metropoli d'Egitto. 

Con la prima scuola di Alessandria la matematica greca raggiun- 
ge la sua piena maturità: sia per il rigore del metodo (gli Elementi di 
Euclide ne sono uno splendido esempio), sia per l'ampiezza e varietà 
degli argomenti trattati (si passa dalle ricerche di Archimede sulle 
aree e i volumi al trattato di Apollonio sulle coniche). 

Altri nomi di matematici illustri legati alla scuola di Alessandria 
sono: Eratostene (Ii secolo a. C.), Nicomede (1 secolo), Diocle (I 
secolo), Zenodoro (i secolo) e il celebre Ipparco (n secolo), che fu il 
creatore della trigonometria e il più grande astronomo dell’antichità. 


7) Seconda scuola di Alessandria (1-vi secolo d. C.). 


Chiusasi l’università nel 30 a. C., in seguito ai disordini che 
accompagnarono la definitiva occupazione dell'Egitto per parte di 
Roma, gli studi non ripresero ad Alessandria che parecchi anni dopo 
e con tono assai più dimesso. Ormai le vedute mistiche dei neopla- 
tonici e dei neopitagorici esercitavano un’influenza sempre più pro- 
fonda in tutti i campi della filosofia e della scienza, e anche gli studi 
matematici ne risentirono, perdendo gran parte di quella autonomia 
di cui avevano goduto nei secoli precedenti. 

Si hanno ancora alcuni scienziati illustri, ma le loro ricerche non 
possono più gareggiare per originalità e rigore con quelle della pri- 
ma scuola di Alessandria. 

Ricorderemo solo alcuni nomi: Tolomeo (II secolo d. C.), autore 
di una celebre opera Composizioni matematiche che, tradotta in ara- 
bo, passò ai posteri sotto il titolo di A/mzagesto; Pappo (11 secolo 
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d.C.), autore delle Co//ezioni (0 ZuvaywyYN), che raccoglievano in 
otto libri tutti i risultati allora conosciuti nel campo dell’aritmetica 
e della geometria; e finalmente Diofanto (i secolo), che fu il più 
grande aritmetico dell’antichità. Scrisse una celebre Aritetica in 
13 libri, che si distacca nettamente dalla tradizione greca, perché 
imposta le ricerche di algebra in forma del tutto autonoma rispetto 
alla geometria. 

L’unico compito attuato dai matematici alessandrini del v e vI se- 
colo fu quello di conservare ai posteri le grandi opere degli antichi. 
I commenti, da essi aggiunti, hanno - come già si è ricordato nel 
paragrafo 3 — un certo interesse storico-filosofico, ma sono il più 
delle volte privi di qualsiasi pregio scientifico. 

Nel 641 d.C. la città di Alessandria e la sua gloriosa ricchissima 
biblioteca vennero distrutti dagli invasori arabi. 


5. 


Prima di passare all'argomento specifico del presente corso, cioè 
alla storia dell’analisi infinitesimale, credo utile fermarmi ancora 
brevemente su due problemi di carattere generale che possono ren- 
dere più completo il quadro schematico tracciato in questo capitolo. 

Il primo è connesso al nome di Diofanto. Esso consiste nell’inda- 
gare come abbia potuto sorgere uno studioso così insigne di que- 
stioni aritmetiche, che non trova cui collegarsi nelle scuole matema- 
tiche greche dei secoli precedenti. Dobbiamo proprio ammettere 
che egli fu un isolato, una rara fortunata eccezione? 

La questione, assai controversa, ha dato luogo a due principali 
tentativi di soluzione. Secondo alcuni storici, l’opera di Diofanto 
costituirebbe il risultato di influenze dall’Oriente, dovute a contat- 
ti avvenuti nel mn e Iv secolo d. C. tra la cultura greca e quella india- 
na. Secondo altri invece, essa rivelerebbe un aspetto recondito della 
matematica greca, sfuggito agli studiosi superficiali; rivelerebbe cioè 
la sopravvivenza di un filone di ricerche aritmetiche, sorto con Pita- 
gora e non spentosi mai, anche se soffocato nel periodo aureo dagli 
studi di geometria. E evidente l’interesse del dibattito: sia l’una che 
l’altra spiegazione accennano, infatti, ad aspetti nuovi della storia 
della matematica greca; ed è probabile che, indagandoli più a fondo, 
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si possa giungere a mutare non poco il quadro comunemente accet- 
tato dallo sviluppo della scienza nell’età classica. 

Il secondo problema parte da questa domanda: come ha potuto 
prodursi, nella storia della scienza, un periodo di così totale deca- 
denza seguito a secoli di tanto splendore come quelli di Eudosso, 
Euclide, Archimede, Apollonio, Ipparco? Secondo il grande storico 
Paul Tannery è questa Ia più complessa e difficile questione della 
matematica greca. 

Essa ha due aspetti: uno connesso alla decadenza generale della 
cultura, e uno invece caratteristico per lo sviluppo della matematica 
greca. Il primo può venire spiegato tenendo conto della crisi econo- 
mica, sociale, politica che si produsse nel mondo classico e che pro- 
vocò una decadenza generale della filosofia, dell’arte e di tutte le 
manifestazioni più alte dell'umanità. Il secondo è più difficile. In- 
fatti noi abbiamo questo di strano: che la decadenza della matema- 
tica si manifesta rapidissima, non proporzionata alla generale lenta 
decadenza delle altre discipline, e appare come un isterilirsi quasi 
improvviso dello spirito inventivo dei greci. I maestri, anche più in- 
signi, della seconda scuola alessandrina (fatta eccezione di Diofan- 
to) non riescono più ad aggiungere nulla di nuovo alla gran copia di 
risultati trasmessi loro dagli antichi geometri; la loro fatica è per- 
ciò rivolta quasi esclusivamente a conservare, a trasmettere, a com- 
mentare. Sembra che la fonte, un giorno così viva, della matematica 
classica si sia estinta. Orbene: era questo, semplicemente, un feno- 
meno di stanchezza dei ricercatori alessandrini o era un fatto indi- 
pendente da essi, dovuto alla intrinseca struttura della scienza ma- 
tematica greca? Non pochi storici propendono oggi per la seconda 
spiegazione, dato che anche un millennio più tardi, quando la mate- 
matica riprenderà il suo glorioso rapidissimo cammino, raggiungendo 
e superando le conquiste dei greci, essa non si limiterà a proseguire 
le antiche ricerche, ma si cimenterà su problemi nuovi valendosi di 
nuove idee e di nuovi metodi. 

Pure nella storia dell’analisi infinitesimale noi constateremo qual- 
cosa di analogo: che il Seicento inizia con una svolta, e che è proprio 
questa svolta la fonte che si dimostrerà più viva, più ricca di nuovi 
sorprendenti sviluppi. 


Zi 


Pitagora e Zenone 


Entreremo fra breve nel vivo dell'argomento che ci interessa. 
Prima, però, è indispensabile riferire qualche ulteriore notizia su 
Pitagora, che integri quanto venne detto nel capitolo 1. 

Molti fatti straordinari ci racconta di lui la leggenda ma non è 
facile decidere che cosa vi sia di autentico sotto tali racconti. Certo 
è che Pitagora visse nel vi secolo a. C.j nato a Samo, emigrò nella 
Magna Grecia dopo lunghi viaggi nell'Asia Minore e in Egitto. A 
Crotone fondò una celebre scuola, che ebbe insieme un carattere 
religioso e scientifico, ed esercitò una notevole influenza sulla vita 
culturale e politica di quello e dei secoli successivi. Cacciata da Cro- 
tone per una rivolta popolare, la scuola di Pitagora, dopo una tempo- 
ranea crisi, si trasferì a Metaponto e un secolo più tardi a Taranto. 

Dato che Pitagora non scrisse alcun libro (come del resto i suoi 
primi discepoli, cui era severamente vietato rendere noti al pubbli- 
co i segreti della setta) non possiamo stabilire quali delle molte sco- 
perte matematiche, che la tradizione gli attribuisce, risalgano effet- 
tivamente a lui e quali invece alla sua scuola. A questo proposito va 
però notata una cosa: il problema importante per la storia delle ma- 
tematiche non è, tanto, di stabilire se certe proposizioni siano pro- 
prio di Pitagora o invece siano dei suoi allievi, quanto di stabilire 
quali proposizioni debbano farsi risalire al cosiddetto «pitagorismo 
arcaico» (cioè a Pitagora o ai suoi immediati discepoli) e quali al « se- 
condo pitagorismo», cioè alla scuola pitagorica fiorita verso la metà 
del secolo successivo. Vedremo, nei prossimi paragrafi, che alcuni 
dubbi in proposito si riflettono gravemente sulla determinazione di 
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quella, che possiamo chiamare la «data di nascita» dell’analisi infini- 
tesimale. 

E nota la tesi centrale dell’insegnamento pitagorico: «le cose sono 
numeri», tesi di non facile interpretazione, in cui taluno vorrebbe 
vedere niente meno che l’antenata lontana della recente fisica ma- 
tematica (così per esempio il Whitehead). Certo è che questa tesi 
esprimeva nella scuola di Pitagora una concezione pluralistica del 
reale. Come i numeri risultano costituiti di più unità (l’unità, o «pa- 
rimpari», era per i pitagorici qualcosa di primitivo, di elementare, 
di originario), così le cose, essendo numeri, debbono risultare com- 
posti di grandezze elementari indivisibili (monadi o punti materiali). 

Le differenze qualitative tra cosa e cosa dipendono soltanto dal 
numero, e dalla posizione, dei punti che le costituiscono. Le leggi, 
che determinano come l’unità genera i numeri, sono leggi delle cose 
e spiegano l’armonia dell’universo. 

Contenendo in sé l'opposizione fondamentale di pari e dispari, i 
numeri costituiscono l'archetipo di tutte le opposizioni esistenti nel 
mondo fisico e morale. Aristotele riporta dieci opposizioni che, se- 
condo i pitagorici, starebbero a base del mondo: limitato-illimitato; 
maschio-femmina; luce-tenebre; buono-cattivo ecc. Da notarsi che, 
secondo Pitagora, i numeri avrebbero la capacità di rappresentare 
anche i fatti morali; ciò in rapporto a una interpretazione mistica 
dell’aritmetica che si accentuerà poi, ancora maggiormente, nelle 
scuole neopitagoriche dei primi secoli d. C. 


2. 


Come in genere tutte le cose, così in particolare le figure geome- 
triche sono costituite - secondo Pitagora — da pluralità di punti. Lo 
studio delle figure si connette talmente, nel suo insegnamento, con 
lo studio del numero di punti da cui le figure sarebbero costituite, 
che, più di una geometria e una aritmetica separate, noi troviamo in 
lui una scienza unica: aritmo-geometria (secondo la denominazione 
di qualche studioso moderno). 

Ne è un esempio la distinzione dei numeri in «piani» e «solidi», 
secondo che risultano prodotti di due o tre fattori, e quindi rappre- 
sentabili nel piano o nello spazio. Il nome di «numero quadrato» è 
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giunto fino a noi; così quello di «cubo»; non invece quelli di «nume: 
ro oblungo», «abbondante», «diminuito» ecc. 

Anche la distinzione fra numeri pari e dispari veniva considerata 
da Pitagora sotto un punto di vista geometrico. I dispari erano per 
lui «gnomoni» perché, opportunamente disposti, danno luogo a uno 
gnomone (o squadra). 


Risulta evidente, da queste figure, la proprietà — scoperta per 
l’appunto da Pitagora — che un numero dispari è sempre la differen- 
za tra due quadrati. Se poi il numero dispari è esso stesso un qua- 
drato, ne segue che si avranno tre numeri interi i cui quadrati sod- 
disfano all’equazione fondamentale: 


x+y=r [1] 


(Pare tuttavia certo, che né Pitagora né la sua scuola conobbero l’e- 
spressione generale dei numeri interi soddisfacenti la [1]). 

Sempre dal metodo geometrico di studiare i numeri, deriva la 
scoperta dei cosiddetti numeri triangolari (1, 3, 6, 10 ecc.). Ed è 
ancora una semplice considerazione geometrica a mostrarci che, 
sommando due numeri triangolari eguali, di x righe e x colonne, si 
ottiene un numero oblungo prodotto di x righe per (x + 1) colonne 





onde la conclusione che il numero triangolare di x righe e 7 colonne 


1 
vale 3 n(n+ 1). 
Poiché non si vuole dare qui una esposizione completa di tutte le 
scoperte scientifiche della scuola di Pitagora, verranno tralasciate 
le importanti ricerche da essa compiute sulle progressioni, le appli- 


cazioni dell’aritmetica alla musica ecc. Tutt’al più si può ricordare 
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che risale alla scuola pitagorica la celebre suddivisione della matema- 
tica nelle quattro discipline del «quadrivio»: geometria, astrono- 
mia, aritmetica, musica. 
Ciò che qui ci interessa non è di offrire un quadro riassuntivo del 
grande apporto del Pitagorismo allo sviluppo della scienza greca (a 
uesto scopo il lettore può consultare qualcuno dei trattati cui si 
ece cenno nel primo capitolo); ma soltanto di aver posto le basi per 
piegare il significato infinitesimale della scoperta dei numeri irra- 
mionali. 


3. 


È oggetto di dotte discussioni fra gli storici della matematica gre- 
ca se la scoperta degli irrazionali e precisamente della irrazionalità 
di V2 sia dovuta al pitagorismo arcaico o al secondo pitagorismo. 

In favore dei sostenitori di questa seconda tesi (oltre alla pregiu- 
diziale generica che l’incommensurabilità di due segmenti urta in 
modo completo contro l’interpretazione or ora riferita delle figure 
quali somme di gruppi finiti di punti) starebbe il seguente fatto: è 
noto che l’irrazionalità di V3, V5 ecc. venne scoperta verso la fine 
del v secolo a. C.; ora è strano che siano trascorsi circa cento anni 
tra la scoperta dell’irrazionalità di V2 (posto che la si voglia attri- 
buire ai primi pitagorici) e questa così spontanea estensione.! 

In favore della prima tesi stanno invece: 1) il racconto, sia pure 
fantastico ma certo chiaro, della tradizione, la quale ci dice che l’in- 
commensurabilità fra il lato e la diagonale del quadrato costituiva 
uno dei segreti più gelosamente custoditi dalla scuola pitagorica 
(Ippaso, allievo di Pitagora, che osò tradirlo, fu cacciato dalla scuo- 
la e venne punito dall’ira divina che lo fece morire in naufragio); 
2) il fatto che esiste una dimostrazione di tale incommensurabilità - 
accennata da Aristotele negli Ana/ytica priora e riferita da Euclide 
nelle ultime proposizioni del libro x degli Elementi (soppresse, come 
non autentiche, in varie edizioni) -, la quale si muove in un ordine di 
idee molto simile a quello generalmente attribuito ai primi pitagorici. 

! Vedi H. Vogt, Die Entdeckungsgeschichte des Irrationalen nach Plato und anderen 


Quellen des 4. Jahrbunderts, «Bibliotheca mathematica», 1910. Vedi pure la polemica 
Heath-Vogt sul «Bollettino di bibliografia e storia delle scienze matematiche», 1911-12. 
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Va infine menzionata una corrente di studiosi (K. Reinhardt, E. 
Frank, I. Lévy ecc.), la quale non soltanto attribuisce la scoperta de- 
gli irrazionali al secondo pitagorismo, ma addirittura nega al primo 
pitagorismo ogni interesse matematico. Secondo essa, per tutto il VI 
secolo e buona parte del v, il pitagorismo sarebbe stato soltanto una 
setta religiosa non dissimile dall’orfismo.? 

Non è possibile, dati i limiti del corso, addentrarci in questo in- 
tricatissimo dibattito.? Ci limiteremo pertanto a ricordare la dimo- 
strazione dell’incommensurabilità del lato con la diagonale del qua- 
drato che, come or ora abbiamo detto, sembra attribuibile ai primi 
pitagorici. 

Essa prende le mosse dal teorema noto col nome di Pitagora. Che 
questo teorema fosse conosciuto (per alcuni casi particolari di trian- 
goli rettangoli) anche agli egizi e ai cinesi, è cosa fuori discussione. 
Pare tuttavia che non ne sapessero dare una dimostrazione genera- 
le. Sarebbe stato merito di Pitagora il trovarla; non si sa però quale 
fosse questa prima dimostrazione. Per quanto sembri accertato che 
l’elaborazione di quasi tutte le proposizioni contenute nei due pri- 
mi libri degli E/emzenti risalga alla scuola pitagorica, si sa tuttavia che 
la dimostrazione del teorema di Pitagora, esposta alla fine del 1 li- 
bro, fu opera originale di Euclide. 

Come si passa dal teorema di Pitagora alla incommensurabilità 
del lato con la diagonale del quadrato, cioè alla irrazionalità di V2? 
La dimostrazione di stile pitagorico, che ci siamo proposti di riferi- 
re, procede per assurdo, e si fonda sull’impossibilità che esista un 
numero nello stesso tempo pari e dispari. 

Eccola, nei suoi punti fondamentali: 

Sia d il numero che misura la diagonale, / quello che misura il lato 
del quadrato. Possiamo innanzi tutto ridurli a essere primi fra loro. 
Poi applichiamo loro il teorema di Pitagora e otteniamo: 


d?= 2° [2] 


Essendo divisibile per 2, d deve essere pari; ed essendo primo con d, 
il numero / deve invece risultare dispari. 


2 Vedi E. Frank, Plato und die sogenannten Pythagoreer, Niemeyer, Halle 1923. 

3 Vedi su di esso le opere generali citate nel capitolo primo, specialmente lo Zeller- 
Mondolfo e il Rey. Assai consigliabile, inoltre, per tutti i problemi accennati nel presen- 
te capitolo, l'ottimo libro di R. Mondolfo, L'infinito nel pensiero dei greci, Le Monnier, 
Firenze 1934. 
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Osserviamo però che, se d è pari, si avrà d= 2c, e quindi: 


d° = 4c2., [3] 
Confrontando la [2] con la [3] si deduce: 
[2 = 2c° [4] 


onde possiamo concludere che / deve risultare pari. 

Poiché è assurdo che / sia contemporaneamente pari e dispari, se 
ne trae il seguente teorema: fissato il numero intero d spettante alla 
diagonale, non esiste alcun intero che esprima il lato del quadrato. 
Cioè: i due segmenti sono incommensurabili; ovvero: V2 è un nume- 
ro irrazionale. 


4. 


Non v’ha dubbio che la scoperta dei numeri irrazionali (XA0Yot), 
in qualunque epoca sia essa avvenuta, deve aver provocato una gra- 
ve crisi nella scuola pitagorica. Di essa abbiamo per l’appunto una 
traccia nella leggenda di Ippaso, accennata all’inizio del paragrafo 3. 

La scoperta della incommensurabilità del lato con la diagonale 
del quadrato faceva invero crollare la concezione accennata nel pa- 
ragrafo 2, secondo cui ogni segmento risulterebbe costituito di un 
numero finito di punti (e perciò sarebbe esprimibile, in ultima ana- 
lisi, con numeri interi). Se ne ricavarono due importanti conseguen- 
ze: da unlato che, oltre ai numeri interi, esprimibili sia con i simboli 
aritmetici che per via geometrica, esistono anche numeri di tipo di- 
verso esprimibili unicamente per via geometrica; dall’altro lato che, 
se i segmenti hanno da essere costituiti da punti, essi sono però costi- 
tuiti, non da un numero finito, ma da un numero infinito di punti. 

Non ci fermeremo sulla prima conseguenza. Basti osservare che 
essa fu, forse, una delle cause principali della decisa preferenza che i 
greci mostrarono (da Pitagora in poi, fino a Diofanto escluso) per gli 
studi di geometria piuttosto che per quelli di aritmetica (coltivati in- 
vece, con preferenza, da egizi e assiro-babilonesi). Le variazioni con 
continuità delle figure geometriche permisero ai greci di dimostrare 
leggi molto generali sulle grandezze, che non possono venire espres- 
se per via aritmetica se non ricorrendo a generalizzazioni assai dif- 
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ficili del concetto di numero; permisero, fra l’altro, a Euclide di co- 
struire una vera e propria «algebra geometrica» con cui gli fu possi- 
bile risolvere equazioni, riesaminate per via puramente algebrica 
solo parecchi secoli più tardi. 

La seconda delle su accennate conseguenze presenta per noi un 
interesse ancora maggiore. Essa apre infatti la via alle considerazio- 
ni infinitesimali, poiché dimostra la infinita divisibilità del segmento. 

Ma come potevano i matematici greci interpretare questa infini- 
ta divisibilità? In qual posizione veniva a trovarsi, di fronte ad essa, 
la concezione arcaica del punto monade, entità ultima e indivisibi- 
le? Ecco, in breve, la grande crisi che si apre nel pitagorismo; crisi 
che viene messa a nudo dalle famose argomentazioni di Zenone. 


5. 


Fu Paul Tannery il primo a sostenere con decisa chiarezza che, 
per comprendere l’eleatismo, occorre innanzi tutto vederlo nella sua 
funzione critica contro la filosofia pitagorica. L'opinione di Tan- 
nery è oggi seguita da molti illustri studiosi (Rey, Enriques, Mon- 
dolfo ecc.); e alcuni di essi se ne valgono proprio come argomento, 
per attribuire ai primi pitagorici la scoperta degli irrazionali. Essi 
ragionano così: è noto che Zenone visse verso il 470 a. C.; ma i suoi 
famosi argomenti furono soprattutto una polemica contro i pitago- 
rici (rivolta a dimostrare l’inconciliabilità del punto monade con 
l’infinita divisibilità); dunque questa infinita divisibilità (cioè la sco- 
perta degli irrazionali) doveva essere già nota ai tempi di Zenone. 
Cioè questa scoperta doveva essere opera dei primi pitagorici. 

E chiaro, per analoghe ragioni, che gli studiosi accennati nel pa- 
ragrafo 3, i quali attribuiscono esclusivamente al secondo pitagori- 
smo la scoperta degli irrazionali, debbono viceversa sostenere che la 
polemica di Zenone non era affatto diretta contro il pluralismo pita- 
gorico. Essi escludono, pertanto, che tale polemica abbia avuto un 
significato matematico, e affermano che è un errore cercare in essa 
le prime lontane origini dell’idea infinitesimale. 

Una posizione particolarmente netta venne, su questo punto, 
assunta dalla scuola idealistica italiana, il cui più insigne rappresen- 
tante per gli studi sulla storia della filosofia greca è il professor Gui- 
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do Calogero.4 Essa sostiene che il pensiero di Zenone era soltanto 
diretto a provare l’incompatibilità del concetto dell’essere con quel- 
lo del divenire; che la sua polemica cioè non ebbe mai altro signifi- 
cato fuorché quello filosofico-metafisico. 

Io propendo per una soluzione intermedia, sul tipo di quella pro- 
spettata dal Mondolfo nel suo libro (già citato): L'infinito nel pensie- 
ro dei greci. «Il Calogero - egli scrive — può avere ragione contro chi 
asserisca che nella polemica zenoniana non c’è a/tro che l’antipita- 
gorismo; ma non contro chi riconosca che c’è anche questo, e in 
misura preponderante». E pertanto mi accordo ancora col Mondol- 
fo, allorché egli sostiene che Zenone, pur senza essere giunto a una 
«formulazione nettamente consapevole e scientificamente esatta» 
del principio infinitesimale, portò tuttavia un notevolissimo contribu- 
to al suo sviluppo. Perciò ritengo indispensabile inserire nel presente 
corso un esame, sia pure sommario, dei celebri argomenti zenoniani. 

Una cosa va ancora premessa: e cioè che Zenone non era un tec- 
nico della matematica, come del resto non lo era il suo maestro Par- 
menide fondatore dell’eleatismo. Questa scuola, pur fiorendo in 
una città assai prossima a Crotone e a Metaponto e vivendo quindi 
nell’ambito dell’influenza pitagorica, ha tuttavia caratteri suoi pro- 
pri che la staccano nettamente dal matematismo filosofico di Pita- 
gora. Ha quindi ben ragione il Rey allorché afferma che Parmenide 
e Zenone vanno considerati più come i lontani iniziatori della cri- 
tica filosofica della scienza, che non come veri e propri scienziati. 


6. 


Gli argomenti di Zenone si suddividono in due gruppi: quattro 
argomenti sono diretti contro la pluralità e quattro contro il movi- 
mento. Per brevità mi limito a riferire un argomento del primo grup- 
po e due del secondo. 


1) Argomento contro la pluralità. 


Supponiamo che le grandezze geometriche siano costituite da più 
unità elementari indivisibili. Saranno possibili due ipotesi: che que- 


4 Vedi la sua opera Studi sull’eleatismo, Tipografia del Senato, Roma 1931. 
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ste unità elementari siano prive di grandezza, ovvero che siano rea- 
li e abbiano perciò una certa grandezza e un certo spessore. 

Nella prima ipotesi si ricava che ciascuno di quegli elementi ulti- 
mi «aggiunto ad altro ente, non lo farebbe affatto maggiore» né 
«tolto ad altro ente, lo farebbe minore». Ognuno di essi, cioè, sa- 
rebbe nullo; epperciò una grandezza geometrica, costituita da ele- 
menti tutti nulli, dovrebbe risultare essa pure nulla. 

Nella seconda ipotesi occorre osservare che: essendo quelle unità 
ultime qualcosa di reale, e perciò fornite di «una certa grandezza e 
spessore e distanza una dall’altra», dovrà anche essere reale l’inter- 
vallo divisorio fra due qualunque di esse. Ma, per lo stesso ragiona- 
mento, dovrà risultare reale (e quindi avere certe dimensioni) anche 
l’intervallo che divide questo primo intervallo divisorio da una qua- 
lunque delle due unità ultime fra cui esso è compreso; e così via 
all'infinito. Dunque il molteplice conterrà infinite parti aventi cia- 
scuna una certa grandezza. Esso risulterà perciò infinitamente grande. 

Ecco dunque scaturire, secondo Zenone, una profonda gravissi- 
ma antinomia: il molteplice dovrebbe essere contemporaneamente 
«piccolo fino a non avere grandezza e grande fino a essere infinito». 

E chiaro che questa antinomia mira innanzi tutto a provare l’impos- 
sibilità del molteplice, cioè mira a ridurre l’essere all’uno, secondo 
l’insegnamento filosofico di Parmenide. Sembra innegabile, tutta- 
via, per chiunque abbia una certa familiarità con i problemi infini- 
tesimali, che l’antinomia di Zenone tenda pure a un altro scopo, di 
interesse più schiettamente matematico: tenda a mostrare cioè che 
non si possono concepire come «raggiunte» le unità ultime e indivi- 
sibili. Possibile sarebbe, secondo Zenone, la divisibilità infinita; ma 
inconciliabile con essa la concezione pitagorica del punto monade. 

Più che offrirci una soluzione, Zenone apre qui un problema, che 
vedremo tornare spesso nella storia dell’analisi infinitesimale e che an- 
cor oggi è tutt'altro che definitivamente risolto. È il problema se l’e- 
stensione lineare (ossia il continuo) possa concepirsi come aggregato 
di punti, o non abbia invece una sua struttura unitaria irriducibile 
all’idea di somma. 


2) Argomenti contro il moto. 


Dicotomia E impossibile superare una distanza; infatti: prima di 
superarla per intero, occorrerebbe superarne la metà; e prima anco- 
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ra la metà di questa metà; e così via all’infinito; occorrerebbe cioè 
compiere una infinità di atti. 

Argomento dell’ Achille Il piè veloce Achille non può raggiun- 
gere la lentissima tartaruga; infatti: è vero che Achille corre con una 
velocità 7 volte superiore a quella della tartaruga, ma - mentre Achil- 
le percorre l’intervallo è che lo separava inizialmente dalla tartaru- 
ga - questa avrà percorso 1/r di è; mentre Achille percorre questo 
ennesimo di è, la tartaruga percorre 1/x dell’ennesimo; e così via al- 
l'infinito. Dunque, anche qui, per raggiungere la tartaruga Achille 
dovrebbe percorrere una somma infinita di segmenti, cioè compie- 
re una infinità di atti. 

E evidente, in questi argomenti, la polemica contro il moto diret- 
ta a sostenere la (più ampia) polemica filosofica di Parmenide con- 
tro il divenire (a favore dell’essere). Chiunque vede, però, che non 
vi è soltanto questo. 

Nella dicotomia abbiamo infatti un preciso accenno a qualcosa di 
matematico: cioè alla progressione geometrica: 


che converge a zero. E nell’ Achille abbiamo un accenno, altrettan- 
to preciso, alla serie 


lella, 
n n 


la cui somma si può ritenere fosse già conosciuta, o a Zenone in per- 
sona, o per lo meno ai matematici suoi contemporanei. Osserva 
infatti lo Zeuthen che, all’incirca in quegli anni, i greci impararono 
a risolvere le equazioni di primo grado; e appunto a una equazione 
di questo tipo si riduce il problema di determinare il punto in cui 
Achille raggiunge la tartaruga. 

Dove è dunque la difficoltà più recondita che Zenone vuol met- 
tere in luce con la sua sottile polemica? Secondo Tannery, e secon- 
do molti altri storici della matematica che in ciò lo seguono, anche 
gli argomenti di Zenone contro il moto sono diretti, in ultima ana- 
lisi, contro il punto monade dei pitagorici. E chiaro infatti che, se 
ogni figura fosse davvero costituita da monadi (aventi ciascuna un 
certo spessore finito, per quanto piccolo), i due argomenti ora in 
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esame ci proverebbero che un segmento qualunque - essendo la som- 
ma di infiniti segmentini ciascuno maggiore o eguale a una monade - 
non potrebbe mai venire percorso per intero. Così intesi, i due argomen- 
ti di Zenone conterrebbero, in forma negativa, quell'idea fondamen- 
tale che il postulato di Eudosso- -cnimede dirà in forma positiva: 

dividendo un segmento in , n°, n°... parti eguali, si ottengono figu- 
re che non possono restare al di SII di una lunghezza finita pre- 
fissata (per quanto piccola). 

Probabilmente i contemporanei di Zenone non afferrarono tutta 
la ricchezza di idee che si nasconde nelle celebri argomentazioni del- 
l’eleate. È certo però che esse, con il loro aspetto paradossale, eser- 
citarono sui greci una indelebile influenza. Da un lato, infatti, istil- 
larono nel loro animo una profonda diffidenza per i ragionamenti 
sull’infinito, il che fu utilissimo al fine di evitare certi facili errori e 
spronare verso le esigenze del più stringente rigore. Dall'altro, con- 
tribuirono non poco a far svanire per sempre l’illusione pitagorica, 
che le figure continue possano ottenersi con l'accostamento di enti 
reali discontinui; e aprirono con ciò la via ai grandi progressi futuri: 
al metodo di esaustione e al calcolo integrale. 


3. 


Anassagora, Democrito, Eudosso 


Dopo quanto abbiamo riferito nel capitolo precedente sulla sco- 
perta degli irrazionali e sulla polemica di Zenone, resta ora a chie- 
derci: segnano esse davvero il più antico accenno a una riflessione di 
Carattere infinitesimale? 

Vedremo in questo paragrafo che un altro pensatore, Anassago- 
ra, di un indirizzo filosofico completamente diverso sia da Pitagora 
che da Zenone, enunciava verso il 460 a. C. alcune considerazioni 
molto esplicite e precise sull’infinito e sull’infinitesimo. Orbene, 
dobbiamo far risalire a lui o alla scuola pitagorica e a Zenone il pri- 
mo inizio dell’analisi infinitesimale? Questo problema cronologico 
ammette due diverse risposte, secondo che seguiamo l’uno o l’altro 
degli indirizzi accennati nel capitolo secondo. Se ammettiamo che 
la scoperta degli irrazionali sia dovuta al primo pitagorismo e attri- 
buiamo alle argomentazioni di Zenone un significato matematico, 
dovremo dire che gli iniziatori dell’analisi infinitesimale furono per 
l’appunto i primi pitagorici e Zenone. Se invece facciamo risalire la 
scoperta degli irrazionali al secondo pitagorismo e ci rifiutiamo di 
vedere alcunché di matematico nella dialettica zenoniana, allora 
dobbiamo dire che il primo lontano progenitore dell’analisi infini- 
tesimale fu Anassagora. 

Qualunque sia la soluzione che si vuol adottare, certo è comun- 
que che si deve attribuire ad Anassagora un alto posto nella preisto- 
ria dell’analisi. Sarà quindi opportuno, onde poter illustrare il carat- 
tere del suo contributo, dare un cenno, sia pure molto schematico, 
alla sua filosofia. 
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Nato a Clazomene verso il 500 a. C., Anassagora trascorse vari 
anni ad Atene, ai tempi di Pericle, circondato di stima e colmato di 
onori. Più tardi però, decaduta la potenza di Pericle, dovette abban- 
donare Atene sotto l’accusa di empietà. Il suo pensiero interessa, 
insieme, la storia della filosofia e quella della scienza, ed è difficile 
scinderne il lato più schiettamente filosofico da quello scientifico. 

Ogni sostanza materiale risulta, secondo Anassagora, costituita di 
innumerevoli germi privi di dimensioni («omeomerie»), invisibili ai 
sensi, di qualità diversa: vi sono, nella medesima sostanza macro- 
scopica (per esempio nell'acqua), omeomerie di tutte le qualità (nel- 
l’acqua prevalgono le omeomerie acquee, ma non mancano quelle di 
ogni altra specie). All’inizio del mondo tutte le omeomerie si trovava- 
no mescolate in uno stato caotico senza movimento; sopravvenne il 
«nous» che produsse in un punto un moto rotatorio, moto che propa- 
gandosi a tutte le cose diede luogo al sorgere del «cosmos». 

E proprio in questa concezione fisica che si inseriscono le conside- 
razioni infinitesimali di Anassagora, cui abbiamo poco fa accenna- 
to. Esse possono riassumersi in questo doppio principio: la materia 
è infinitamente estesa e, nello stesso tempo, è infinitamente divisi- 
bile. Non solo il grande, ma «anche il piccolo va all’infinito». 

Diversamente dai pitagorici, Anassagora si è deciso, senza esita- 
zione alcuna, in favore dell’infinito e del continuo contro il finito e 
il discontinuo. Ai suoi occhi l’infinità non conserva più nulla di 
misterioso, né vi è alcunché di antinomico nella relatività dell’infi- 
nitamente grande e dell’infinitamente piccolo. «Rispetto al piccolo 
— egli scrive in un celebre frammento - non vi è un ultimo grado di 
piccolezza, ma v’è sempre un più piccolo, essendo impossibile che, 
ciò che è, cessi di essere per divisione. Così vi è sempre qualcosa di 
più grande di ciò che è grande; e il grande è eguale al piccolo in 
quantità. Considerata in se stessa — cioè come somma di infinite par- 
ti infinitesime - ogni cosa è contemporaneamente piccola e grande». 

È inutile insistere, tanto ci sembra evidente, sulla profondità di 
queste considerazioni; constateremo nel seguito del corso quanto 
esse si siano rivelate feconde. 

Pare probabile che Anassagora abbia compiuto alcune interes- 
santi applicazioni del suo metodo infinitesimale al campo della geo- 
metria, in particolare per risolvere il problema della quadratura del 
circolo. Secondo Erich Frank spetterebbe a lui il primo uso del me- 
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todo di esaustione, applicato poi con tanto successo da Eudosso, 


Euclide e Archimede. 


Di 


Non è possibile, esponendo lo sviluppo del calcolo infinitesimale 
presso i greci, passare sotto silenzio l’opera di Democrito. I limiti 
del corso ci impediscono tuttavia di dedicare alla sua grande figura 
scientifica lo spazio che meriterebbe. 

Nato ad Abdera nel 460 a. C., condusse vita da asceta, disperden- 
do le sue molte ricchezze in viaggi di istruzione, animato soltanto 
dalla grande passione di penetrare i segreti della natura. Si narra che 
negli ultimi anni della sua vita (morì novantenne) i suoi concittadini 
gli decretarono un assegno per sovvenire alla sua povertà. Rimase 
celebre quale «filosofo che ride», cioè quale assertore della comple- 
ta serenità d’animo. 

A Democrito si deve, com’è noto, il più grande e coerente siste- 
ma atomistico dell’antichità; il primo serio tentativo di una spiega- 
zione meccanicistica dell’universo, con l’esclusione, come scrive il 
Rey, «di ogni spontaneità creatrice e vitalista, di ogni finalità ester- 
na o interna, di ogni piano prestabilito, di ogni intelligenza superio- 
re alla materia». 

Malgrado tanti e così eminenti meriti scientifici, bisogna però 
riconoscere che la sua concezione rappresenta dal punto di vista in- 
finitesimale un certo regresso rispetto a quella di Anassagora. Non 
già che i suoi atomi conservino le contraddizioni matematiche dei 
punti monade di Pitagora (Democrito non li considera infatti come 
un limite alla divisibilità geometrica delle figure, bensì come pezzi 
di materia compatta, aventi forme e dimensioni diverse, solo fisica- 
mente indivisibili). Ma è certo che il prevalente interesse per la con- 
cezione atomistica gli impedisce di raggiungere una formulazione 
delle idee infinitesimali così limpida e profonda come quella di 
Anassagora. 

Resta comunque il fatto che, nel campo delle applicazioni geo- 
metriche, Democrito è riuscito a far compiere alle ricerche infinite- 
simali alcuni passi notevolissimi. Abbiamo a questo proposito una 
testimonianza del più alto valore, quella di Archimede. Il grande 
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siracusano scrive infatti (nella introduzione del Metodo sui teoremi 
meccanici) che «un merito non piccolo deve attribuirsi a Democri- 
to»: fu proprio lui a scoprire i celebri teoremi sulla piramide e sul 
cono (circa la loro equivalenza alla terza parte del prisma e del cilin- 
dro) dimostrati più tardi, con perfetto rigore, da Eudosso. 

Lo scritto di Archimede non ci dice come Democrito sia giunto a 
tali risultati, e il parere degli studiosi è qui discorde. Lo Heath, il 
Frank, il Mondolfo ritengono che Democrito abbia a tale scopo cer- 
cato di scomporre coni, cilindri, piramidi ecc. in una infinità di la- 
mine o foglietti infinitamente sottili e di confrontare poi le lamine 
di una figura con quelle dell’altra. Questo procedimento, che pre- 
corre per l'appunto il metodo meccanico di Archimede, ha una sua 
natura tutta particolare, la cui consistenza logica doveva certo sfug- 
gire a Democrito e ai suoi contemporanei; perciò 1 matematici greci 
(compreso lo stesso Archimede) lo giudicarono non perfettamente 
dimostrativo, e lo sostituirono con metodi meno diretti ma logica- 
mente ineccepibili. 

Diversamente dagli autori ora citati, l'Enriques e il Rufini riten- 
gono che il procedimento usato da Democrito fosse assai più perfet- 
to di questa pretesa scomposizione in foglietti; secondo essi il filo- 
sofo di Abdera avrebbe effettivamente anticipato, in forma quasi 
perfetta, il metodo che fu poi caratteristico di Eudosso. 

Checché si pensi su ciò, resta in ogni modo fuori dubbio che le 
scoperte infinitesimali di Democrito esercitarono un’influenza be- 
nefica decisiva sui matematici greci del secolo seguente. 


3. 


Non occorrono molte riflessioni per comprendere quante difficol- 
tà stavano nascoste sotto i procedimenti infinitesimali. E quindi 
ben naturale che, prima di giungere a una trattazione logica soddi- 
sfacente di essi, i matematici greci siano incorsi in grossi errori, che mi- 
nacciarono di togliere ogni valore a tutto questo genere di ricerche. 

La tradizione ci ricorda due nomi particolarmente legati a questi 
errori: Antifonte e Brisone. 

Il problema da essi trattato è quello della quadratura del cerchio, 
che, come abbiamo visto nel capitolo 1, costituì uno degli argomen- 
ti più discussi dalle scuole di Atene e di Cizico. 
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Antifonte sostiene che, iscrivendo nel cerchio poligoni regolari di 
4, 8, 16 ecc. lati, si deve arrivare a un poligono i cui lati coincidono 
con gli archetti corrispondenti: tale poligono risolve immediatamen- 
te il problema della quadratura del cerchio. 

Brisone segue un ragionamento analogo, introducendovi però 
una notevole innovazione; egli accoppia, alla considerazione dei 
poligoni iscritti, quella dei poligoni circoscritti e conclude che: una 
volta raggiunto un numero di lati abbastanza grande, l’area del cer- 
chio potrà considerarsi come media fra l’area del poligono iscritto e 
quella del poligono circoscritto con il medesimo numero di lati. 

Sia all’uno che all’altro sfugge ancora, nel modo più completo, la 
infinita prosecuzione delle serie considerate (serie unica di poligoni 
iscritti o serie doppia di poligoni iscritti e circoscritti), e sfugge per- 
tanto l’impossibilità logica di giungere alla fine di tali serie. Si può 
dire che, in ultima analisi, il loro ragionamento è ancora fondato su 
di una concezione pitagorico-atomistica delle figure geometriche; 
concezione per cui alla base di ogni figura estesa esisterebbero degli 
elementi inestesi, tutti eguali fra loro, elementi che debbono poter- 
si raggiungere, a partire dall'arco di cerchio come dal segmento retti- 
lineo, purché lo si sottoponga a una divisione opportunamente fitta. 
E la concezione contro cui polemizzerà Aristotele, contrapponendo 
l'esistenza attuale delle figure estese all’esistenza puramente poten- 
ziale di quegli elementi inestesi. 

Il superamento di questi e altri analoghi sofismi fu l’opera lenta e 
complessa di alcune generazioni di filosofi e di matematici; fu, in 
particolare, il risultato di quella esigenza di assoluta chiarezza intro- 
dotta, con tanta energia, da Platone nella matematica greca. 

Noi constatiamo, come prodotto di tale opera, un vero rovescia- 
mento di mentalità da un secolo all’altro; un vero trapasso rivolu- 
zionario dalla concezione pitagorica a quella dei contemporanei di 
Platone e Aristotele. Per l’una, tutte le figure geometriche sono co- 
stituite da elementi ultimi (i punti monade) forniti di una esistenza 
effettiva ed effettivamente raggiungibile; per l’altra invece, i prete- 
si elementi ultimi sono qualcosa di poco chiaro (come poco chiaro è 
il procedimento che dovrebbe condurci ad essi), qualcosa su cui non 
è possibile ragionare con perfetto rigore. 

Era necessario questo radicale cambiamento di mentalità perché 
i matematici abbandonassero in modo definitivo, nei loro ragiona- 
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menti, ogni appello a ciò che si pensa di raggiungere alla fine della 
suddivisione delle figure, e restringessero invece rigorosamente la 
loro attenzione su quelle che sono le precise proprietà delle figure 
prima e durante l’opera della suddivisione. Il grande matematico 
che diede una fondazione rigorosa, logicamente perfetta, al nuovo 
tipo di ragionamenti fu Eudosso. 


4. 


Nato a Cnido nel 408 a. C., Eudosso compì lunghi viaggi: prima 
in Egitto, poi a Taranto, ove studiò con Archita che allora dirigeva 
la scuola pitagorica; infine ad Atene ove ebbe stretti rapporti con 
Platone. Stabilì la sua scuola a Cizico, donde però mantenne fre- 
quenti contatti con i matematici ateniesi. 

La sua opera scientifica investe tutti i problemi allora maggiormen- 
te discussi: dai tre fondamentali della geometria (duplicazione del 
cubo, trisezione dell’angolo, quadratura del cerchio), ai massimi pro- 
blemi astronomici. In geometria, la sua scuola si distacca da quella 
platonica per la maggiore importanza che attribuisce alla costruzio- 
ne delle figure, come unico mezzo di dimostrare la loro esistenza. 
«Un geometra indicherà per mezzo di una definizione — scrive Ari- 
stotele riferendosi ai geometri platonici - che cosa significhi la paro- 
la triangolo, ma che un triangolo esista o che sia possibile costruirlo, 
e sia quindi lecito trarre conseguenze dal fatto di averlo costruito, è 
una verità che non viene né ammessa né provata per mezzo della de- 
finizione e che deve essere supposta o dimostrata a parte». Vedre- 
mo nel seguito del corso come i due diversi atteggiamenti, di Plato- 
ne e di Eudosso, trovino i loro continuatori anche in indirizzi molto 
recenti della critica matematica. 

Ciò che maggiormente ci interessa dell’opera eudossiana, in quan- 
to tocca più da vicino lo sviluppo dei principi infinitesimali, è la sua 
teoria delle proporzioni e il metodo di esaustione. 

La sua teoria delle proporzioni è quella esposta nel v libro degli 
Elementi di Euclide, e costituisce una delle più perfette costruzioni 
logiche elaborate dal genio greco. Essa introduce geometricamente 
il calcolo dei numeri reali; e lo introduce in modo così esauriente che 
soltanto verso il 1870 i matematici hanno sentito il bisogno di inte- 
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grarla con i mezzi forniti dalla tecnica moderna. Le differenze più 
notevoli tra la teoria eudossiana e le teorie moderne sono due: 1) il 
fatto che Eudosso non attribuisce il nome di numero al rapporto 
fra grandezze, e non ricorre ad alcun simbolo speciale per indicarlo; 
2) il fatto che in Eudosso manca un postulato che tenga il posto di 
quello che oggi chiamiamo postulato della continuità. Questa man- 
canza costituisce, per Eudosso, la sorgente di molte difficoltà: infat- 
ti, ogni qualvolta egli considera un rapporto, deve ideare qualche 
speciale costruzione geometrica con cui dimostrare che tale rappor- 
to esiste; non possiede invece alcun metodo generale che gli garan- 
tisca l’esistenza di tutti i possibili rapporti. 

Tre sono i principi fondamentali della teoria eudossiana delle pro- 
porzioni: 

a) sommabilità delle grandezze omogenee ed eguaglianza delle som- 
me di grandezze eguali; 

b) esistenza della differenza tra due grandezze omogenee dise- 
guali (se due grandezze omogenee sono diseguali, deve esistere una 
terza grandezza, omogenea ad esse, che sommata con la minore ri- 
produce la maggiore; e viceversa: se non esiste questa differenza, le 
due grandezze date debbono essere eguali). 

c) il cosiddetto principio di Eudosso-Archimede:! date due gran- 
dezze omogenee diseguali, deve esistere un multiplo della minore 
che supera la maggiore. 

Non è il caso di esporre qui, nei particolari, gli sviluppi della teo- 
ria. Basti osservare che essa prende le mosse non da una definizione 
astratta di rapporto (o ragione) - questo concetto generale si trova 
spiegato in modo assai vago nel libro v degli Elementi di Euclide — 
ma dalla definizione precisa e logicamente perfetta di eguaglianza di 
rapporti: il rapporto fra le due grandezze omogenee A e B è eguale 
al rapporto fra le due grandezze omogenee C'e D, allorquando, pre- 
si due interi qualunque 77 e x, secondo che è: 


mA=nB 


! Fu lo Stolz ad attribuire a questo principio il nome di «principio di Archimede», 
perché esso si trova in forma esplicita perfetta nelle opere del siracusano; però lo trovia- 
mo anche negli E/emzenti di Euclide (in forma implicita nel v libro, ed esplicita all’inizio 
del x). Oggi risulta fuori dubbio, che venne ideato da Eudosso in forma negativa e, come 
abbiamo osservato nel paragrafo 6 del capitolo 2, era già contenuto negli argomenti di 
Zenone. 
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si ha pure 
mCznD. 


Dalla definizione di eguaglianza di rapporti, si passa poi, sempre 
con lo stesso rigore, alle nozioni di grandezze proporzionali e di pro- 
porzione, e infine allo studio analitico delle loro proprietà fondamen- 
tali. Questo studio è condotto - come chiunque può constatare — 
con una meravigliosa generalità; poiché, se è vero che le grandezze 
prese in considerazione vengono sempre rappresentate con segmen- 
ti, è altrettanto vero però che le dimostrazioni operate su di esse 
possono, senza difficoltà, estendersi a qualunque classe di grandez- 
ze omogenee. 

Com'è noto, i migliori testi di geometria per licei erano, fino a 
pochi decenni fa, ricalcati esattamente sulla esposizione di Eudos- 
so-Euclide. 


db. 


I tre principi della teoria eudossiana delle proporzioni, in parti- 
colare il secondo e il terzo, costituiscono pure il fondamento del ce- 
lebre metodo di esaustione su cui vogliamo ora intrattenerci. Questo 
metodo, che nelle opere dei grandi geometri greci riuscì a surrogare 
il nostro calcolo integrale, venne probabilmente ideato da Ippocra- 
te di Chio, matematico della scuola ateniese di ventun anni più vec- 
chio di Eudosso, o, addirittura, come altri pensano, da Anassagora 
o da Democrito; ma fu Eudosso il primo che seppe applicarlo con 
rigore, dimostrando, come ora vedremo, alcuni importantissimi teo- 
remi di geometria. 

In che consiste il metodo di esaustione? Non è facile esporlo in 
via astratta; ma qualche esempio aggiunto alla nostra spiegazione ci 
permetterà di chiarirlo anche nei suoi punti più difficili. 

Il primo passo consiste in un lemma assai notevole, che si ricava 
immediatamente dal cosiddetto postulato di Eudosso-Archimede. 
Questo lemma dice: «date due grandezze omogenee diseguali, se 
dalla più grande togliamo una sua parte che sia maggiore o eguale 
alla metà dell’intera grandezza; se dal resto togliamo di nuovo una 
parte che sia maggiore o eguale alla metà dell’intero resto; se proce- 
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diamo allo stesso modo col secondo resto, e così via; finiremo col- 
l’ottenere, dopo aver ripetuto l'operazione un numero abbastanza 
grande di volte, un resto minore della più piccola fra le due gran- 
dezze considerate». 

Il secondo passo consiste nel costruire — a partire dalla grandezza 
ignota cui si vuol applicare il metodo di esaustione — una serie di 
grandezze conosciute, la prima delle quali è maggiore della metà del- 
la grandezza incognita, la seconda è maggiore della metà del resto 
fra la grandezza incognita e la prima grandezza della serie, la terza è 
maggiore della metà del secondo resto ecc. In base al lemma preceden- 
te si conclude che: la differenza tra la grandezza incognita e le prime x 
grandezze della serie così costruite diventa piccola ad arbitrio. 

Si giunge infine al punto saliente della dimostrazione, che è un 
ragionamento per assurdo. Si suppone che il rapporto tra la grandez- 
za ignota e una certa grandezza, cui la si vuol paragonare, sia diver- 
so da quello enunciato dal teorema; facendo uso delle grandezze del- 
la serie precostruite si dimostra che ciò è impossibile. 

In conclusione: v’è alla base del metodo di esaustione un proce- 
dimento infinitesimale, che corrisponde all’odierno metodo delle 
successioni convergenti; manca però il concetto esplicito di limite, 
e quindi il risultato viene dimostrato solo indirettamente, provan- 
do - caso per caso con ragionamenti diversi — che dalla negazione di 
esso seguirebbe un assurdo. Il metodo di esaustione elimina ogni ap- 
pello ai pretesi ultimi elementi che intuitivamente parrebbero raggiun- 
gibili con una operazione infinita, e quindi è logicamente impecca- 
bile. «Ad esso — come scrive l’Enriques - si può muovere soltanto il 
rimprovero di nascondere la via naturale che il pensiero è indotto a 
percorrere nei problemi dell’analisi infinitesimale»: rimprovero gra- 
ve, però, che denuncia la strutturale infecondità del metodo; tant'è 
vero che i grandi matematici greci, se riuscirono, per mezzo di esso, 
a dimostrare alcuni teoremi brillantissimi, non furono tuttavia in 
grado di ricavarne regole generali come quelle del calcolo integrale 
moderno. 

L’autorevole testimonianza di Archimede ci dice che Eudosso, 
applicando il metodo di esaustione, diede una dimostrazione rigo- 
rosa dei tre seguenti teoremi (contenuti nel libro x degli Elementi 
di Euclide): 1) due circoli stanno fra loro come i quadrati dei raggi; 
2) due piramidi di ugual base ed eguale altezza sono fra loro equiva- 
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lenti - donde si ricava subito l'equivalenza della piramide con la ter- 
za parte del prisma di egual base ed eguale altezza -; 3) un cono è la 
terza parte del cilindro avente base e altezze eguali a quelle del cono. 
In tale libro (xu degli Elemzenti) vengono dimostrati con il metodo di 
esaustione anche altri teoremi; di particolare interesse quello sulle 
sfere: due sfere stanno fra loro come i cubi dei loro diametri. Vedre- 
mo nel capitolo 4, che toccherà poi ad Archimede precisare il rap- 
porto tra un cono e una sfera. 

Illustriamo ora con un esempio la spiegazione data poco fa del 
metodo di esaustione; può servire, a tale scopo, la dimostrazione del 
teorema sui circoli. 

Il primo passo del metodo di esaustione ha un valore generale, e 
quindi non richiede alcun chiarimento specifico per questo caso. 

Il secondo passo è, per il cerchio, molto facile. Si costruiscano i 
poligoni regolari iscritti di 4, 8, 16, 32... lati; è facile dimostrare che 
il primo di essi (cioè il quadrato) è maggiore della metà del cerchio; 
il secondo è tale, che la differenza fra esso e il quadrato supera la 
metà della differenza tra il cerchio e il quadrato; lo stesso vale per il 
terzo, e così via. In base al lemma, si conclude che: la differenza fra 
il cerchio e il poligono #-simo della serie diventa piccola ad arbitrio 
col crescere di n. 

Infine si giunge alla vera e propria dimostrazione del teorema. 
Supponiamo che due cerchi C, e C, non stiano fra loro come i qua- 
drati dei rispettivi diametri d, e d,. Allora si potrà trovare una quar- 
ta proporzionale C, diversa da C,, tale che: 


C;:C=dì:d3 [1] 


Dimostriamo che ciò è assurdo. 

A tale scopo cominciamo a supporre che sia C, > C. 

Detti P, i poligoni regolari iscritti in C,, si ha, in base al risultato 
or ora esposto, che, col crescere di w, la differenza C, — P, diventa 
piccola ad arbitrio; e cioè diventa: 


Co sa la “ C, = C. 
Questa diseguaglianza implica, com'è ovvio: 


PBSC. [2] 
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Ma noi sappiamo da precedenti teoremi che, detti Q, i poligoni 
regolari iscritti in C, aventi il medesimo numero di lati di P,, deve 
essere: 


Q,:P,=d3:d3. BI 
Confrontando la [3] con la [1] si ottiene: 

Ci : C = Q, : h, 
ossia: 

Ci : O, = C . las 


donde si ricava - essendo, per qualunque #, C; > Q,, - che deve an- 
che essere per qualunque x, C> P, contro la [2]. 

Supponiamo dunque che sia C,<C. 

Fsisterà, allora, una grandezza C' tale che: 


C':C,=d2:d. [4] 


Confrontando la [4] con la [1] e tenendo conto che si è supposto 
C,<C, se ne ricava C}> C°. 
Invertendo i termini della [4] si ottiene: 


C,:C'=di:dî [5] 


la quale proporzione è perfettamente analoga alla [1], e soddisfa a 
una condizione (C; > C') del tutto analoga a quella (C, > C) cui sod- 
disfaceva la [1]. Dunque si può ragionare sulla [5] come si fece sulla 
[1] e ricavarne per la stessa via un assurdo. 

Concludendo: tanto l’ipotesi C, > C, quanto l’ipatesi C, < C con- 
ducono a un assurdo; cioè risulta assurdo che i due cerchi C, e C, 
non stiano fra loro come i quadrati dei rispettivi diametri. 

Confrontando il tipo delle dimostrazioni per esaustione con quel- 
le usate dai precedenti geometri greci, il Loria osserva che vi è qui 
un passaggio del più alto interesse: dallo stadio in cui si tentavano 
ragionamenti implicanti l’idea dell’infinito, allo stadio in cui si rie- 
sce a bandire questa idea con opportuni artifici logici. E conclude: 
«quel passaggio è per fermo una delle prove più convincenti dello 
spirito eminentemente scientifico da cui il popolo greco fu animato 
sin dai tempi più remoti». 
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6. 


Alla matematica di Eudosso si ispira, in parte, la teoria aristoteli- 
ca delle grandezze. 

Secondo Aristotele, l’infinità non si trova ix atto entro nessun nu- 
mero effettivamente dato, ma esiste ix potenza nella serie stessa dei 
numeri. Analogamente avviene per le grandezze estese: esse pure 
non costituiscono la somma di una infinità attuale di «elementi ulti- 
mi» (o punti monadi secondo la nomenclatura pitagorica); conten- 
gono invece l’infinito în potenza perché «sono divisibili in parti sem- 
pre ulteriormente divisibili» come già aveva insegnato Anassagora. 

Maurizio Cantor ha voluto vedere in questa concezione di Ari- 
stotele, che presenta il continuo come processo anziché come risul- 
tato, «l’introduzione di un trattato di calcolo infinitesimale». Per 
quanto egli abbia ben ragione di attribuire una graride importanza 
al pensiero dello stagirita, ci sembra tuttavia che queste parole sia- 
no alquanto esagerate. Il fatto è, invero, che tale pretesa «introdu- 
zione» non trovò, né in Aristotele né fra i suoi discepoli, chi scrives- 
se il seguito del trattato; noi riscontriamo anzi, in lui e nella sua 
scuola, un atteggiamento antimatematico che non giovò certo allo 
sviluppo dell’analisi. Questo atteggiamento si riflette nel carattere 
qualitativo e classificatorio di tutta la logica e la fisica aristotelica, 
carattere che formerà per millenni uno dei maggiori ostacoli alla 
costituzione di una scienza veramente esatta, nel senso moderno del 
termine. 

Come già abbiamo detto più volte, i greci non giunsero mai a una 
definizione esatta e generale del concetto di limite; e senza questa de- 
finizione non era possibile entrare nel vivo di quel trattato di calco- 
lo di cui, secondo Maurizio Cantor, Aristotele avrebbe il merito di 
avere composto l’introduzione. Aristotele, che non si occupò di ma- 
tematica, non ebbe sentore di questa deficienza; l’ebbe invece, mol- 
to bene, come accenneremo nel prossimo capitolo, Archimede, il 
quale si accorse, malgrado i grandi successi ottenuti col metodo di 
esaustione, che esso non costituiva la strada maestra per giungere 
alla soluzione dei più difficili problemi infinitesimali. 


4. 
Archimede 


Archimede nacque a Siracusa verso il 287 a. C. da nobile fami- 
glia, legata da vincoli di parentela con la casa regnante della città. 
Da giovane studiò in Alessandria, ove seguì le lezioni di Conone da 
Samo che era stato discepolo di Euclide. Tornato in patria, conser- 
vò per Conone stima e amicizia; tant'è, che inviò a lui le prime noti- 
zie intorno alle proprie ricerche sulle aree e i volumi con elenchi di 
questioni da risolvere. Purtroppo Conone morì presto, e gli altri ma- 
tematici alessandrini non erano altrettanto in grado, secondo Archi- 
mede, di capire le sue ricerche e collaborare efficacemente allo svi- 
luppo delle medesime. Tuttavia, malgrado alcune manifestazioni 
irriverenti contro di loro, il grande siracusano si mantenne con essi 
in rapporto epistolare costante, e molti dei suoi più notevoli scritti 
matematici hanno proprio la forma di lettere inviate a l’uno o l’altro 
dei maestri di Alessandria (in ispecie a Dositeo di Pelusio ed Frato- 
stene di Cirene). 

Archimede, diversamente da Euclide e da Apollonio, non fu inse- 
gnante; e ciò si riflette anche nella sua produzione scientifica. Que- 
sta infatti non si compone di trattati sistematici, suscettibili di ser- 
vire come testi per scuola, ma di saggi brevi e brillanti, se pur molto 
chiari, rivolti a chi era già perito nella materia. 

La matematica venne interpretata da Archimede nel senso più 
largo: non solo come analisi di problemi astratti, lontani dalle appli- 
cazioni, ma come studio di problemi concreti, ricchi di svariati rife- 
rimenti alla meccanica, alla fisica, all’astronomia. Egli seppe fonde- 
re, in una magnifica sintesi lo spirito pratico dell’ingegnere con il 
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rigore logico dello scienziato. Possiamo considerarlo, senza alcun dub- 
bio, come il più grande matematico dell’antichità. 

Com'è noto, il suo genio meccanico rifulse in modo particolare 
nella difesa di Siracusa, assediata dai romani durante la seconda 
guerra punica. Caduta nel 212 la città per uno stratagemma del ge- 
nerale assediante (Marcello), Archimede venne ucciso da un solda- 
to romano. Lo stesso Marcello gli fece erigere una tomba sulla quale 
venne scolpita una sfera iscritta in un cilindro, per ricordare — se- 
condo il desiderio di Archimede - quella che egli riteneva la più 
grande dalle proprie scoperte. 

Per comodità di esposizione, possiamo suddividere i lavori di 
Archimede in quattro gruppi:! 

1) opere di geometria piana e solida: sulla misura del cerchio (ove 
Archimede dimostra che il rapporto tra la circonferenza e il diame- 
tro è compreso fra 3 1/7 e 3 10/71); quadratura della parabola; sul- 
le spirali; sulla sfera e il cilindro; sugli sferoidi e i conoidi (Archime- 
de chiama «sferoide» il solido generato dalla rotazione di una 
ellisse; «conoide» quello generato dalla rotazione di una parabola o 
di una iperbole intorno al proprio asse); sul metodo. 

2) opere di aritmetica: un lavoro dal titolo I principi, che purtrop- 
po andò perduto; un altro che pervenne a noi col titolo L’Arenario. 

3) opere di meccanica: sull’equilibrio dei piani (che stabilisce i fon- 
damenti scientifici della statica; in esso Archimede dà la prima teo- 
ria dell’equilibrio della leva, e determina il baricentro di varie figu- 
re); sui corpi galleggianti (ove Archimede enuncia le sue celebri leggi 
di idrostatica). 

4) un’opera tecnica, che andò perduta, ove Archimede spiegava la 
costruzione della sua sfera planetaria (è noto che Archimede riuscì 
a costruire un planetario, molto ammirato da tutti i contemporanei, 
che venne poi trasferito da Marcello a Roma e qui conservato per 
alcuni secoli). 


1 Vogliamo ricordare due edizioni delle opere di Archimede: quella critica dello Heiberg 
Archimedis opera omnia con testo greco e traduzione latina (1? ed. Teubner, Lipsiae 1880- 
81; 2° ed. 1910-15); e la traduzione francese Les oeuvres complètes d’ Archimède di Paul 
Ver Eecke in un solo volume con una dotta introduzione del traduttore (Desclée De 
Brouwer, Paris 1921). 
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Sarebbe però erroneo pensare questi lavori come slegati uno dal- 
l’altro; al contrario, essi sono strettamente interdipendenti fra loro, 
sfruttando l’uno i risultati conseguiti nell’altro. 


2. 


Cominciamo a dare un cenno al contenuto dell’Arenario. 

E questo un breve trattato, in cui Archimede sostiene una bril- 
lante polemica con Aristarco (l’ideatore dell’eliocentrismo), il quale 
aveva affermato l’immensità dell’universo. Oltre a precise nozioni 
di astronomia, che Archimede dimostra di possedere in maniera 
perfetta, intervengono nell’ Arenario alcune osservazioni sulla nume- 
razione (indubbiamente connesse a quanto Archimede doveva aver 
esposto nell’opera I principi) che sono il punto per noi più interes- 
sante. 

Poiché nella sua polemica Archimede ha bisogno di scrivere nu- 
meri non raggiungibili con il comune sistema di numerazione dei gre- 
ci, egli ne propone un altro costituito da diversi ordini e periodi. 

Sono di primo ordine i numeri comuni, formati da più unità, fino 
a una miriade di miriadi (cioè 108), 

Questa miriade di miriadi viene assunta come unità superiore e 
serve alla formazione dei numeri di secondo ordine. 

Una miriade di miriadi di unità del secondo ordine (cioè 101°) co- 
stituisce una unità del terzo ordine, e serve alla formazione dei nu- 
meri di terzo ordine. 

Così si può proseguire fino alle unità di ordine miriadico. Tutti 
questi ordini, presi insieme, costituiscono secondo Archimede il pri- 
mo periodo. 

L’ultimo numero del primo periodo forma l’unità del primo ordi- 
ne del secondo periodo. I diversi ordini del secondo periodo si suc- 
cedono poi l’uno all’altro, in progressione analoga agli ordini del pri- 
mo periodo. 

L’ultimo numero del secondo periodo sarà l’unità del primo ordi- 
ne del terzo periodo; e così di seguito. 

Stabilita questa numerazione, Archimede dimostra che si può 
calcolare il numero dei granellini di sabbia che sarebbero sufficien- 
ti a riempire il globo delle stelle fisse (cioè la sfera universale). I 
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ragionamenti compiuti a questo scopo sono abili e spigliatissimi. Ne 
risulta un numero che è, sì, molto grande, ma che appartiene anco- 
ra al primo periodo. Esso è quindi seguito da una immensa serie di 
numeri maggiori. 

Lo spirito dell’opera può riassumersi così: il calcolo, nel suo proces- 
so senza limiti, arriva a superare qualsiasi realtà; il dominio dell’in- 
finito spetta unicamente al pensiero e all'elaborazione matematica. 


di. 


Per quanto acute siano le considerazioni di Archimede sull’infi- 
nito, accennate nell’ Arezario, di gran lunga più notevoli sono le sue 
considerazioni infinitesimali, che gli permisero di raggiungere risul- 
tati tanto brillanti sia in geometria (per la misura di aree e volumi) 
sia in meccanica (per la determinazione di baricentri). 

Le dimostrazioni che conducono a tali risultati sono tutte svolte, 
salvo nel Metodo sui teoremi meccanici, secondo il procedimento di 
esaustione di Eudosso, da noi spiegato nel capitolo precedente. Esse 
vennero considerate per secoli e secoli (e ben a ragione) come esem- 
pio tipico di quello che deve essere il rigore matematico. Malgrado 
ciò, molti studiosi delle epoche più diverse notarono che la lettura 
di tali dimostrazioni suscita un certo disagio; notarono cioè che, 
malgrado l’apparente chiarezza, si ha non di rado l’impressione che 
Archimede cerchi di tenere celata la vera via che lo portò ai suoi 
risultati. Scrive a questo proposito l’Enriques: «Come uno stratega 
che prepari con cura il colpo che gli darà la vittoria, vediamo il geo- 
metra sbarazzare con metodo il terreno da ogni minimo ostacolo, e 
disporre le sue forze senza farsi scoprire: poi a un tratto viene il teo- 
rema decisivo. Il cammino delle sue proposizioni è nascosto ma sicu- 
ro: e lascia infine meravigliato anche il lettore esperto».? 

Donde veniva un tale modo di procedere? La ragione di esso ri- 
mase per molti secoli un mistero, e soltanto la scoperta di quel li- 
bretto cui abbiamo già più volte accennato (I/ metodo sui teoremi 
meccanici) riuscì a svelare il nodo della questione. Dal nostro punto 
di vista la soluzione di questo nodo mette in luce uno dei tratti più 


2 Enriques e de Santillana, Storia del pensiero scientifico, vol. 1 cit., p. 361. 
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importanti della storia dell’analisi infinitesimale nel periodo greco; è 
quindi su di essa che fermeremo in particolare la nostra attenzione. 
Tuttavia non possiamo giungervi senza avere prima accennato, sia 
pure molto schematicamente, a quelle che sono le dimostrazioni 
«classiche» di Archimede. 


4. 


Per una esposizione sistematica di tutte le ricerche geometriche 
del grande siracusano rinvio il lettore ai trattati di storia delle mate- 
matiche citati nel capitolo 1, per esempio alla seconda edizione del- 
l’opera Le scienze esatte nell'antica Grecia del professor Gino Loria. 
Qui mi limiterò a ricordare alcune fra le sue più celebri dimostra- 
zioni svolte col metodo di esaustione. 

Cominciamo dalla quadratura della parabola. Il libro, che è giun- 
to a noi con questo titolo, forma un tutto unico con i due libri Su/- 
l'equilibrio dei piani, che forniscono le basi della trattazione geo- 
metrica della statica. In essi Archimede, dopo aver stabilito alcune 
proposizioni fondamentali sull'equilibrio di un’asta girevole intorno 
a un suo punto fisso, e dopo aver rilevato le proprietà più semplici 
del baricentro, passa —- come già abbiamo detto nel paragrafo 1 — a 
determinare i baricentri di varie figure: dapprima di figure sempli- 
ci, poi via via più complesse, fino al baricentro del segmento para- 
bolico. La ricerca dell’area di questo segmento costituisce un passo 
della complicata ricerca; da notarsi che, in un primo momento, 
Archimede la determina con un ragionamento sui baricentri dei tra- 
pezi iscritti nel segmento parabolico; in un secondo momento con 
altra argomentazione puramente geometrica. 

E istruttivo riferire questa dimostrazione puramente geometrica, 
che costituisce un bellissimo esempio di ragionamento condotto col 
metodo di esaustione. 


C 
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Sia ABC il triangolo avente per base la base del segmento para- 
bolico e altezza eguale all’altezza di esso (il vertice C è tale, che la 
tangente in C alla parabola è parallela alla base AB). Ora costruiamo 
sui lati AC e CB due nuovi triangoli, AEC, CFB, sempre in modo 
che la tangente alla parabola nei loro vertici, E ed F, sia parallela alle 
rispettive basi, AC e CB. Il procedimento può venire proseguito 
senza difficoltà. Si vede subito che ciascun triangolo è maggiore del- 
la metà dell’arco parabolico in cui trovasi iscritto; ne segue — in base 
al lemma costituente il primo passo del metodo di esaustione (vedi 
cap. 3, $ 5) — che la differenza tra l’arco parabolico dato e la somma 
di tutti i nostri triangoli può diventare piccola ad arbitrio. 

Ora vogliamo dimostrare che l’area del segmento parabolico vale 
i quattro terzi dell’area del triangolo ABC. E il terzo passo del meto- 
do di esaustione, e si dimostra per assurdo. Poniamo: 


K -j (ABC), S=area del segmento parabolico 


Si tratta di dimostrare che non può essere S> K, né S< K. 
All’uopo chiamiamo £ la somma dei triangoli successivamente 
iscritti, e 0 la somma dei segmenti residui. 


1) Supponiamo S> K, cioè $S— K = grandezza finita (per quanto 
piccola). Proseguendo opportunamente la iscrizione dei triangoli 
poco fa considerati, si otterrà a un certo punto una somma 6 dei seg- 
menti residui tale che: 


o<S- K; [1] 
e poiché 
o=$S-% 
la [1] ci dà: 
L>K. [2] 


Questo però è impossibile. 

Si ha infatti che: nella serie dei triangoli su considerati, il primo 
(ABC) vale quattro volte la somma dei due secondi (A EC + CFB) in 
base a note proprietà della parabola; i due secondi insieme valgono 
quattro volte la somma dei triangolini costruibili sui lati AE, EC, 
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CF, FB ecc.; dunque la somma X vale complessivamente: 


1 iI i 
2=(4B0-(1+4+4+.-+%] [3] 


e, per note proprietà della progressione geometrica: 
1 4 
2 = (480)-11 -7a)3 
cioè, tenuto conto del valore di K, 


2=Kl1-7al 14) 


donde 
x<K 


contro la [2]. 


2) Facciamo dunque l’altra ipotesi K > $, cioè K — $= grandezza 
finita (per quanto piccola). 
Nella successione 


1 1 1 
4 (ABC), 7 (ABC), $ 


ogni termine è minore della metà del precedente e perciò - sempre 
in base al famoso lemma - uno di essi, sia per esempio il termine p 
(ABC) risulterà minore della grandezza finita K — S. Avremo per- 
tanto 


(ABC), (ABC) ecc. 


p(ABC)<K-S 
cioè 


S<K- p(ABC). [5] 


Anche questo, però, è impossibile. 
Calcoliamo infatti, come sopra, il valore di X; giungeremo alla [4], 
che può anche scriversi 


i 
x=K-K II [4'] 
Basta ora prendere (cosa possibile in base al solito lemma): 


1 


48 CAPITOLO QUARTO 


per dedurre, dal confronto della [5] con la [4']: 
=:39, 


diseguaglianza ovviamente impossibile, poiché la somma È dei trian- 
goli successivamente iscritti nel segmento parabolico, non può cer- 
to ricoprire tutto il segmento né tanto meno superarlo. 

Concludendo: sia l'ipotesi $> K che l’ipotesi K > $ hanno con- 
dotto a un assurdo; dovrà dunque essere S = K, come appunto si 
voleva dimostrare. 


b. 


Abbiamo già detto che Archimede vedeva la maggiore delle proprie 
scoperte nei celebri teoremi sulla superficie e il volume della sfera. 
Anche questi vennero da lui dimostrati col metodo di esaustione. 

L’argomento è trattato nel primo dei due libri Su//a sfera e il ci- 
lindro, mentre il secondo è dedicato alla soluzione di altri problemi 
di stereometria connessi a questi risultati. 

All’inizio dell’opera, Archimede precisa il concetto intuitivo di 
lunghezza di una curva (convessa) con due postulati: 1) la retta se- 
gna il minimo cammino fra due punti; 2) date due linee convesse, 
situate nel medesimo piano e aventi gli estremi in comune, con la 
concavità rivolta dalla medesima parte ed eventualmente con qual- 
che tratto in comune, è più breve quella che risulta compresa fra 
l’altra e la corda che unisce gli estremi. Di qui deduce subito la pro- 
posizione fondamentale, che la circonferenza è maggiore del peri- 
metro di qualunque poligono iscritto e minore del perimetro di qua- 
lunque poligono circoscritto. 

L’artificio usato per dimostrare che la superficie della sfera risul- 
ta eguale al quadruplo di quella di un suo circolo massimo, e che il 
volume della sfera risulta eguale a quello di un cono avente per base 
la superficie della sfera e per altezza un raggio, è la considerazione 
delle figure generate da un semipoligono parilatero e regolare (iscrit- 
too circoscritto a un circolo massimo) ruotante attorno al diametro 
che ne congiunge gli estremi. 

Considerando la serie doppia dei poligoni regolari circoscritti e di 
quelli regolari iscritti al cerchio massimo, Archimede dimostra che 
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il rapporto fra il lato del primo e il lato del secondo (supposto che ab- 
biano il medesimo numero di lati) si può, col crescere del numero di 
lati, rendere minore di qualsiasi rapporto che sia più grande dell’unità. 

Se ne deduce, con laboriosi ragionamenti, che analoga proprietà 
vale per le superfici e per i volumi delle figure di rotazione, ottenu- 
te nel modo or ora indicato dal semipoligono circoscritto e dal semi- 
poligono iscritto. 

Si ricavano pure i due seguenti teoremi: (x) che l’area di una figu- 
ra di rotazione iscritta, del tipo considerato, è sempre minore del 
quadruplo dell’area di un cerchio massimo; (8) che l’area di una fi- 
gura di rotazione circoscritta, del tipo considerato, è sempre mag- 
giore del quadruplo dell’area di un cerchio massimo. 

Ora passiamo finalmente al teorema conclusivo sulla superficie 
della sfera. Chiamiamo S questa superficie, e A il quadruplo dell’a- 
rea di un cerchio massimo; S, e S; le superfici delle figure di rotazio- 
ne ottenute da un semipoligono circoscritto e da uno iscritto al cer- 
chio massimo, parilateri e regolari con il medesimo numero di lati. 
Vogliamo dimostrare che è S= A. 

Proviamo anzitutto che non può essere S> A. 

In questa ipotesi, infatti, il rapporto S/A sarebbe maggiore del- 
l’unità; e quindi si potrebbero trovare un poligono circoscritto e uno 
iscritto, soddisfacenti alle solite condizioni, tali che per le figure di 
rotazione da essi ottenuti risulterebbe: 


CVBRE, 


S A 


z 
Ma ciò è assurdo, poiché si ha $,> $ per ragioni evidenti, e $;< A per 
il teorema (2). 
Analogamente si dimostra che non può essere S<A. 
In tale ipotesi infatti, per le stesse ragioni di cui sopra, si potreb- 
bero trovare un S, e un $, tali che 


E anche ciò non può essere, poiché è evidentemente S;<S, e poiché 
si sa, per il teorema (B), che S,> A. 

Ragionando sui volumi V, e V, (delle figure di rotazione circo- 
scritte e iscritte) in modo simile a quanto si fece per S, e S,, e stu- 
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diando la relazione che corre tra il volume V della sfera e il volume 
W del cono avente per base la superficie sferica e per altezza il rag- 
gio, si conclude anche qui che non può essere V> W né può essere 
V< W. Dunque sarà necessariamente V= W. 


6. 


Il più largo uso del metodo di esaustione si trova fatto nel tratta- 
to Sulle spirali, per determinare l’area di un settore qualunque di 
queste celebri curve, salvo che le superfici ausiliarie iscritte e circo- 
scritte sono qui, non somme di triangoli o di poligoni, ma di settori 
circolari; e così pure nel trattato Sui conoidi e gli sferoidi per deter- 
minare il volume di un segmento qualunque dei solidi considerati, al 
quale scopo Archimede usa, come per la sfera, figure di rotazione op- 
portunamente scelte (iscritte e circoscritte) e fa inoltre intervenire 
elevate proprietà delle sezioni coniche. 

Ma non sono questi risultati, per quanto notevoli, ciò che più in- 
teressa, dal nostro punto di vista, nei due lavori ora menzionati. Vi 
è in essi qualcos'altro, la cui importanza può forse sfuggire a una pri- 
ma lettura (data anche la pesantezza e oscurità del linguaggio geo- 
metrico usato da Archimede), ma che è stato giustamente posto in 
forte rilievo dalla profonda mente dello Zeuthen. Sono due teoremi 
che, tradotti in termini moderni, corrispondono esattamente al cal- 


colo dei due seguenti integrali: 
Cc 


c 
1 1 
Jada =—c°, falda =—c}. 
2 3 

0 0 
Data l’importanza dell'argomento, mi permetto di riportare inte- 
gralmente le parole stesse dello Zeuthen:? 

«Il primo teorema si trova nell’Introduzione al trattato Sui conoi- 
di e gli sferoidi, il secondo in un corollario al teorema decimo del trat- 
tato sulle spirali. Essi dicono: 


(2 + 1)? 


3 h [6] 


2 
S<h+2h+3b+...+ nb< 


3 H.G. Zeuthen, Histoire des mathématiques dans l'antiquité et le moyen dge, Gauthier- 
Villars, Paris 1902, pp. 149-50. 
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(2+ 1)? 
3 


3 
a + (26)? + (36)? + ...+ (nb)? < 8. 


Il primo risulta direttamente dal valore della somma dei termini 
di una progressione aritmetica, valore che senza dubbio era già noto 
da molto tempo. Il secondo riposa sul valore della somma della serie 
in questione, calcolato nel teorema decimo. 

Archimede trova, in questo teorema, il seguente valore: 


352 + (25)? +...+(n5)71= 
=(2+1)(26)+5[6+25+30+...+n0], [8] 


ove , 2% ecc. sono rappresentati con segmenti. Se consideriamo è 

come unità e designiamo con s la somma dei quadrati considerati, la 

sua dimostrazione può tradursi nel modo seguente: 

(+ 1)? =a°+[(n-1)+1}+[(2-2)+2}+...+ 
+[2+(1-2)}f+[1+(2- D}°+72= 
=2:5t2(1-1)+42-2)+6(n-3)+...+ 
+4(n-2)+2(n-1). [9] 
Aggiungendo al secondo membro 


ntn-l+n-2+...+1, 
questo diventa: 


2s+n+3(n-1)+5(n—-2)+...+2(2n—-3)+(22—1). [10] 


Ora questa quantità vale 35, come si deduce dalla sommazione delle 
seguenti eguaglianze (ciascuna delle quali, a sua volta, deriva dalla 
formula che fornisce la somma di una progressione aritmetica): 
n=n+2n-1+n-2+...+1) 
(a-1)?=na-1+2(1-2+n-3+...+1) 
(1-2))=n-2+2(n-3+n-4+..+1)». 
Aggiungendo anche al primo membro della [9] la quantità aggiun- 


ta al secondo membro, e tenendo conto del valore ora calcolato per 
la [10], si ottiene: 


(2+1)2n°2+(n+n—-1+n—-2+...+1)= 3s 


che è per l'appunto la [8] nella quale si sia posto » = 1, e si sia chia- 
mata s la somma dei quadrati considerati. 
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Ben a ragione lo Zeuthen osserva che già la [8], la quale ci forni- 
sce il valore della somma della serie: 


b2+ (25)? + (35) +...+ (nb), 


costituisce di per sé un risultato algebrico assai importante. 

Il secondo dei teoremi riferiti viene applicato, nel medesimo trat- 
tato sulle spirali, per calcolare l’area di un settore della spirale d’ Ar- 
chimede. E infatti, avendo questa per equazione r= 40, l’area di un 
suo settore risulta proprio da un integrale analogo al secondo dei 
due poco fa considerati: 


fra = a/r 


Archimede determina quest’area col solito metodo di esaustione, 
ma nel corso della dimostrazione è costretto a far ricorso alle due 
diseguaglianze contenute nella [7], cioè applica proprio, come abbia- 
mo detto, il secondo dei suoi teoremi. 

Vedremo nel capitolo 7 come gli analisti del Seicento, per calco- 
lare i due integrali poco fa riferiti, percorreranno una via analoga a 
quella di Archimede; anzi la amplieranno, calcolando in generale il 

Cc 


valore di Î x"dx. La cosa però riuscirà loro molto più facile, poiché 


0 
essi disporranno di un linguaggio algebrico assai più snello che quel- 
lo geometrico di Archimede. 


7. 


Dando ora uno sguardo retrospettivo alle varie dimostrazioni 
riferite nei paragrafi precedenti, possiamo concludere con il Loria: 
«quello che muta da caso a caso è solo la scelta delle grandezze au- 
siliarie, nella quale appunto si rileva l’abilità del geometra, come 
nella scelta delle variabili di integrazione si dimostra quella dell’a- 
nalista». E va riconosciuto che, in questa scelta, l’abilità di Archi- 
mede fu davvero sorprendente, geniale: fu l’abilità di sapere di vol- 
ta in volta scoprire quelle grandezze che meglio si adattavano allo 
scopo voluto. 
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Sta però il fatto che: comunque vengano scelte le grandezze ausi- 
liarie, qualunque sia la genialità di chi le scopre, «la considerazione 
simultanea delle figure iscritte e circoscritte guida di regola con 
estrema difficoltà - sono ancora parole del Loria - alla scoperta del 
limite comune a cui esse tendono, non appena si abbandonino i pro- 
blemi più elementari e le figure di più facile costruzione». Si direb- 
be pertanto che Archimede già preconoscesse - allorché dava le sue 
dimostrazioni per esaustione - il valore della superficie o del volu- 
me cercato; e cioè, che la considerazione simultanea delle figure 
iscritte e circoscritte gli servisse soltanto come conferma di quanto 
già aveva intuito per altra via, non come guida alla scoperta del li- 
mite comune cui esse tendono. E quanto egli ci spiega con aperta 
franchezza nel Metodo sui teoremi meccanici. 


Fino al 1906 non si avevano che vaghe notizie su questa opera di 
Archimede; in tale anno lo Heiberg si recava a Costantinopoli per 
esaminarvi un palinsesto proveniente dal monastero del Santo Se- 
polcro di Gerusalemme, e scopriva in esso la riproduzione del testo 
greco di vari scritti del grande siracusano, fra cui anche il Metodo sui 
teoremi meccanici.* 

Trattasi di una lunga lettera inviata da Archimede a Eratostene, 
per descrivergli il procedimento di cui egli si era servito per com- 
piere tutte le sue celebri e fortunate ricerche sulle quadrature, le 
cubature e sui centri di gravità. Il procedimento descritto da Archi- 
mede risulta del tutto analogo a quello che, molti secoli più tardi, 
verrà adottato dagli analisti del Seicento; e l’interessante è che essi 
lo dovranno inventare una seconda volta (dato che il Metodo di Ar- 
chimede rimase loro assolutamente sconosciuto), anzi lo dovranno 
in certo modo contrapporre alle dimostrazioni archimedee, perfet- 
tamente logiche ma non totalmente chiarificatrici, condotte con il 
metodo di esaustione. 

Il procedimento descritto nel Metodo sui teoremi meccanici consi- 
ste nel considerare le superfici come somme di un numero infinito 
di linee e i volumi come somme di un numero infinito di superfi- 
ci; cioè nel considerare le une e gli altri come somme di un numero 


4 Vedi Enrico Rufini, I/ «Metodo » di Archimede e le origini dell'analisi infinitesimale 
nell'antichità, Stock, Roma 1926. Da questo bel lavoro sono tratte molte osservazioni 
riferite nel presente capitolo. 
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infinito di elementi infinitamente sottili. Archimede non usa in 
realtà la parola «somma», che verrà poi introdotta da Cavalieri e da 
Kepler, ma espressioni analoghe; dice infatti «il segmento paraboli- 
co è composto di tutte le corde parallele al suo diametro», «la sfera 
è riempita da tutte le sezioni circolari parallele» ecc. 

E chiaro che si tratta di una vera e propria anticipazione del cal- 
colo integrale; anticipazione del più alto valore, perché non limita- 
ta ad affermazioni teoriche generali, ma svolta fino in fondo, con 
estrema concretezza, fino a raggiungere la determinazione effettiva 
di superficie e volumi assai complicati. Il critico francese Gaston Mil- 
haud ritiene che la novità del metodo descritto da Archimede non 
consista affatto nel considerare superfici e volumi come somma di 
un numero infinito di elementi infinitamente sottili (questo proce- 
dimento non farebbe che riprendere vecchie idee già intuite dai pri- 
mi matematici greci), ma nel considerare superfici e volumi come 
solidi omogenei, studiando i momenti statici dei loro elementi rispet- 
to a rette opportunamente scelte.’ Orbene, per quanto sia giusto 
porre in luce - come fa il Milhaud - anche l’aspetto meccanico del 
metodo archimedeo, mi sembra però impossibile ridurre a questo 
aspetto solo la novità del procedimento. Può essere vero, infatti, che 
l’idea di considerare superfici e volumi come somme di un numero 
infinito di elementi infinitamente sottili fosse già stata «intuita » dai 
primi matematici greci;6 ma il fatto straordinario è che Archime- 
de non si sia limitato a «intuirla», bensì abbia saputo sfruttarla e 
sfruttarla in modo originalissimo, per eseguire calcoli concreti. Il 
passaggio dalla intuizione generica all'applicazione ben determina- 
ta di un’idea così fondamentale, è un passaggio tutt’altro che facile, 
e non si può passarne sotto silenzio l’importanza decisiva per lo svi- 
luppo della scienza. 

Il metodo meccanico non venne applicato da Archimede - alme- 
no a quanto risulta dagli esempi che egli stesso ci fornisce — per la 
determinazione diretta di superfici e volumi, ma solo per la riduzio- 
ne della quadratura o cubatura di certe figure più complesse a quel- 
le di figure più semplici (aventi una superficie e un volume già noti). 
La genialità con cui, per questa riduzione, Archimede ha saputo 


? G. Milhaud, Nouvelles études sur l’histoîre de la pensée scientifigue (Alcan, Paris 1911). 
6 Si ricordi quanto abbiamo detto, a proposito di Democrito, nel capitolo 3, alla fine 


del paragrafo 2. 
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valersi delle proprietà meccaniche dei singoli elementi infinitamen- 
te sottili che compongono le figure considerate, conferma quanto 
già accennammo nel paragrafo 1, e cioè: che egli costituì davvero 
una magnifica sintesi dell’intuito pratico dell'ingegnere (o meccani- 
co, 0 fisico che dir si voglia) e dello spirito teorico del matematico. 

Nel momento della scoperta egli non disdegna, oltre all’ausilio di 
considerazioni meccaniche, l’appello ardito all’analogia e all’indu- 
zione; ma poi sa non dimenticare la debolezza logica di questi mez- 
zi, e subito aggiunge: « Veramente le cose dette non dimostrano il 
risultato; danno però alla conclusione una certa apparenza di verità. 
Perciò, vedendo che la conclusione non è dimostrata, ma sospettan- 
do con ragione che sia vera, ne ricercheremo la dimostrazione geo- 
metrica». Quest’esigenza di una successiva verifica rigorosa, per 
controllare i risultati raggiunti, fu poi trascurata dagli analisti del 
Seicento che ripresero, senza saperlo, il metodo di Archimede; e fu 
certo utile che essi si abbandonassero con maggior fiducia all’intui- 
zione, perché ciò rese loro più facile l'elaborazione di nuovi simbo- 
li e la creazione di un calcolo autonomo. Va tuttavia reso non picco- 
lo merito ad Archimede per aver saputo contemperare, con lucida 
chiarezza, le esigenze intuitive dell'invenzione con quelle rigorosa- 
mente logiche della dimostrazione. 

Soltanto gli analisti dell'Ottocento hanno saputo - come vedre- 
mo — dare una forma logica precisa alle idee intuitive di limite, di 
infinito e di infinitesimo, che si trovano alla base tanto del metodo 
meccanico di Archimede quanto dei metodi di Kepler, Cavalieri, 
Fermat ecc. E notevolissimo però che Archimede a differenza di 
tanti altri abbia anticipato di millenni, se non la soluzione degli ana- 
listi dell'Ottocento, almeno la loro squisita sensibilità scientifica; 
abbia avvertito cioè che la via maestra dell’analisi non poteva esse- 
re costituita né dal puro e semplice metodo di esaustione né dal puro 
e semplice metodo meccanico; e, in assenza di una sintesi rigorosa 
di essi, abbia saputo costantemente valersi di entrambi, non mesco- 
landoli e confondendoli tra loro ma integrando l’opera dell’uno con 
l’opera dell’altro. 
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8. 


Sarà utile ora, per completare la nostra spiegazione, scendere a 
qualche esempio concreto di applicazione del metodo meccanico, 
fermandoci su tutti i dettagli del caso. Considereremo a tale scopo 
un segmento parabolico, limitandoci, per semplicità, al caso in cui la 
base sia perpendicolare all’asse. 





Sia il segmento parabolico ABC limitato dalla base AC perpendi- 
colare all'asse BD. Tirando in C la tangente CF, essa incontrerà l’as- 
se BD nel punto E tale che EB = BD (la sottotangente ED di un 
qualsiasi punto C è dimezzata dal vertice B). 

Per A tiriamo una parallela all'asse; essa incontrerà la tangente 
predetta nel punto F, e la secante BC in K; sarà KA = KF. Final- 
mente prolunghiamo CK di un segmento KH = KC. 

Ora, preso un qualsiasi punto O sulla base AC, tiriamo per O la 
perpendicolare ad AC; incontrerà la parabola, la secante e la tan- 
gente poco sopra considerate, nei punti P, N, M; e sarà MN = NO. 
Per una nota proprietà della parabola possiamo scrivere: 


CA: A0=MO: OP; 
e poiché vale 


CA: AO=CK:KN 
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ne deduciamo (tenuto conto che CK = HK) 
HK:KN=MO:0P. [11] 


Questa proporzione, considerando CH come il giogo di una leva 
di cui K sia il fulcro, e considerando OP e MO come solidi omogenei 
con un peso proporzionale alla lunghezza, ci dice che: il segmento 
OP portato in H, sì da avere il suo baricentro proprio in questo pun- 
to, può fare equilibrio al segmento MO lasciato al suo posto (sì da 
avere il baricentro in N). 

«Ora - prosegue Archimede - dalle rette condotte nel triangolo 
CFA è composto il triangolo CFA, e dai segmenti rettilinei, ottenu- 
ti nella parabola allo stesso modo che PO, è composto il segmento 
parabolico ABC. Perciò il triangolo CFA, rimanendo al suo posto, 
farà equilibrio, rispetto al punto K, al segmento parabolico traspor- 
tato con il suo centro di gravità in H». 

E questo il punto in cui Archimede, avvalendosi di considerazio- 
ni meccaniche sui baricentri, trasforma l’integrale incognito (area 
del segmento parabolico) in un integrale noto (area del triangolo). 
Detto X il baricentro del triangolo la proprietà statica ora ricordata 
ci permette di scrivere la seguente eguaglianza: 


(area segmento parabolico) * (braccio K H) = (area triangolo) * (braccio KX}. 


Ma è noto, in base a considerazioni elementarissime, il posto oc- 
cupato dal baricentro X sulla mediana KC; è noto cioè che KX = 1/3 
KC, e perciò KX = 1/3 KH. Dall’eguaglianza or ora scritta si deduce 
quindi: 


1 
(area segmento parabolico) = + (area triangolo). 


3 


Ma è chiaro che il triangolo qui considerato CFA vale quattro vol- 
te il triangolo ABC iscritto nel segmento parabolico. Possiamo quin- 
di concluderne 


(area segmento parabolico) = + (area triangolo iscritto) 


3 


che è proprio quanto dimostrammo rigorosamente, nel paragrafo 4, 
con il metodo di esaustione. 


58 CAPITOLO QUARTO 


da 


L’importanza del metodo meccanico di Archimede fu scarsamen- 
te compresa dagli stessi suoi contemporanei, per circostanze varie 
«in parte - come scrive il Mondolfo? - estranee allo stato delle cono- 
scenze scientifiche d’allora, e in parte collegate con la tendenza, 
allora prevalente, alla specializzazione e separazione delle scienze, 
che non faceva apprezzare nel suo valore e nella sua fecondità quel 
trasferimento del metodo meccanico nel campo delle matematiche, 
che Archimede proponeva». L’opera poi, come già abbiamo detto, 
rimase completamente sconosciuta agli analisti del Seicento, e quin- 
di non poté esercitare su di essi alcuna diretta influenza. 

E probabile che, se fosse stata compresa dai contemporanei di 
Archimede e conosciuta dai suoi continuatori moderni, essa avreb- 
be potuto accelerare notevolmente lo sviluppo dell’analisi infinite- 
simale. Comunque resta uno dei documenti più interessanti della 
storia delle matematiche greche, e ci fornisce una magnifica testi- 
monianza della maturità scientifica raggiunta dal genio ellenico. 

Le grandi scoperte di Archimede non trovarono continuatori nel- 
l’antichità, non trovarono cioè chi fosse in grado di svilupparle e 
completarle come - secondo quel che ci sembra oggi — sarebbe pur 
stato naturale e non difficile. Esse sono tuttavia ampiamente suffi- 
cienti, a provarci che, anche nel campo dell’analisi infinitesimale, 
spetta al genio greco l’onore di avere compiuto i primi più difficili 
passi. «Il concetto dell’infinitesimale — scrive Erich Frank - è pre- 
cisamente greco, ed è una delle più importanti creazioni del pensie- 
ro greco. La scienza moderna non l’ha trovato da sé, come non ha 
scoperto da sé il sistema eliocentrico; ma ha attinto l’uno e l’altro 
agli scritti degli antichi». 


? Vedi l’opera L'infinito nel pensiero dei greci cit., pp. 198-99, ove è riferito, tra l’al- 
tro, anche il brano di E. Frank che qui appresso si riporta. 


Parte seconda 


Primi sviluppi dell’analisi infinitesimale 
nell’era moderna 


3. 


Nuovi caratteri della ricerca matematica nei secoli XVI e XVII 


Dopo i grandi lavori di Archimede, furono ben poche le scoperte 
dei matematici greci nel campo dell’analisi infinitesimale. Le più 
notevoli sono dovute a Pappo, cui risale, tra l’altro, la celebre pro- 
posizione passata alla storia sotto il nome di teorema di Guldino. 

Anche gli indiani non portarono alcun importante contributo alle 
ricerche infinitesimali; le loro capacità inventive si rivelarono in altri 
rami della matematica: il calcolo numerico, l’algebra, la trigonome- 
tria. Forniti di una minore sottigliezza logica che i greci essi non 
videro, per esempio, tutte le gravi difficoltà connesse ai numeri irra- 
zionali; ma guidati da spirito pratico, estesero senz'altro a questi 
numeri le regole di calcolo dei razionali, con il vantaggio di ottene- 
re subito un’ampiezza molto maggiore alle loro operazioni. 

Gli arabi esercitarono nella storia del pensiero matematico una 
funzione molto importante, per aver saputo assimilare contempora- 
neamente alcuni fra i principali motivi della matematica greca e di 
quella indiana, e averli trasmessi alla cultura occidentale. Essi non 
riuscirono però a compiere, per proprio conto, alcun sostanziale pro- 
gresso in nessun ramo della matematica, fuorché nella trigonometria 
(o geometria calcolante) per la comprensione della quale si trovava- 
no particolarmente favoriti dalla buona conoscenza che avevano sia 
della geometria greca che del calcolo indiano. 

Comunque, non intendiamo qui fermarci né sugli arabi né sugli 
indiani, come non intendiamo esaminare dettagliatamente i primi 
progressi della matematica europea nei secoli xIMI, xIV, XV, XVI; ci 
accontenteremo di quei pochissimi cenni schematici, che sono suf- 
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ficienti per spiegare da un punto di vista storico il rinnovamento 
della matematica compiutosi nel Seicento. 

Il risveglio degli interessi matematici in Occidente ebbe inizio nel 
xm secolo con Leonardo Fibonacci in Italia e con Giordano Nemo- 
rario in Germania; proseguì poi, nei secoli successivi, con Nicola 
Oresme in Francia, Ruggero Bacone in Inghilterra ecc. In un primo 
tempo ha soprattutto avuto il carattere di un aggiornamento della 
cultura europea rispetto al grado raggiunto da quella araba, collegan- 
dosi alla matematica classica quasi unicamente in forma indiretta, e 
cioè attraverso ciò che di essa veniva trasmesso dagli studiosi arabi. 

I problemi, dai quali maggiormente venne attratta l’attenzione 
degli autori ora nominati, furono soprattutto di carattere algebrico, 
connessi per l'appunto agli sviluppi della matematica araba. Ma qui 
gli europei dimostrarono subito una spiccata capacità inventiva, che 
andò via via crescendo, fino ai trionfi del xvi secolo. Se già possia- 
mo parlare di progressi molto notevoli a proposito dell’algebra del 
tedesco Stifel (1486-1567), cui si devono le note formule sui coeffi- 
cienti binomiali, è giusto parlare di trionfi a proposito delle scoperte 
degli algebristi italiani del Cinquecento (Scipione dal Ferro, Niccolò 
Tartaglia, Girolamo Cardano ecc.): l’avere risolto le equazioni di 
terzo grado, di fronte a cui si erano fermati e greci e indiani e arabi, 
fu infatti considerato ben a ragione come una grande vittoria, come 
la prova che era possibile inventare qualcosa di nuovo in questo 
campo di ricerche, e quindi valeva la pena proseguire in esse. 

Oltre ad alcune circostanze di carattere esterno che indubbiamen- 
te favorirono nel xvi secolo l’ampliarsi delle conoscenze matemati- 
che (in primis l’invenzione della stampa), dobbiamo però ricordare 
a questo punto un altro fatto di carattere prettamente culturale che 
ha avuto in quel periodo una influenza decisiva: il ritorno a un con- 
tatto diretto con le opere scientifiche dei greci. 

Il generale rifiorire degli studi classici in poesia, in filosofia ecc. 
fece sentire agli studiosi del Cinquecento la necessità di attingere di- 
rettamente, anche nel campo della matematica, ai meravigliosi teso- 
ri dell’antichità. Si fecero pertanto varie traduzioni dal greco che, 
aggiungendosi alle poche già possedute nei secoli precedenti (la pri- 
ma traduzione degli Elementi di Euclide, dovuta a un certo Campa- 
no, risale al xm secolo), permisero di stabilire un saldo ponte fra la 
nuova scienza e la scienza classica. Esse erano l’opera di uomini col- 
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tissimi, che, anche quando non hanno contribuito personalmente al- 
l’invenzione di qualche nuovo teorema, hanno esercitato tuttavia una 
funzione di primo piano sullo sviluppo del pensiero matematico; ci 
basti ricordare Francesco Maurolico, traduttore di Archimede, e Fe- 
derigo Commandino, traduttore di Pappo. 

Il confluire delle due correnti di interessi scientifici, che proveni- 
vano l’una dalla matematica araba, l’altra dal rinnovato contatto con 
i grandi geometri greci, ha potuto produrre, verso la fine del Cin- 
quecento e per tutto il Seicento, quei meravigliosi spiriti come Fran- 
cesco Viète, Pietro Fermat, Goffredo Guglielmo Leibniz e tanti altri, 
nei quali si trovarono contemporaneamente riunite una profonda 
cultura classica e una eccezionale capacità inventiva. Soltanto la pre- 
senza di uomini così preparati può spiegare il grande fenomeno co- 
stituito dalla straordinaria fioritura matematica del Seicento. 


2. 


Prima di addentrarci nell'argomento specifico di questa seconda 
parte del corso, cioè nell'esame delle prime ricerche infinitesimali 
del xvIi secolo, sarà opportuno dare uno sguardo riassuntivo ai pro- 
gressi compiuti in tale epoca negli altri rami della matematica. 

L’opera degli algebristi italiani del Cinquecento venne prosegui- 
ta verso la fine del secolo da insigni studiosi di altri paesi. Già accen- 
nammo al nome del francese Francesco Viète (1540-1603); qui basti 
aggiungere che fu lui l’inventore del simbolismo algebrico moderno. 
La sua opera principale è In arterz analyticam Isagoge del 1591. Si 
noti che Viète introdusse la parola «analisi» nella matematica mo- 
derna, per designare il nuovo tipo, da lui inventato, di algebra; que- 
sto termine però non tardò a mutare significato, e verso la fine del 
Seicento si stabilizzarono i due usi di esso che ancora oggi perman- 
gono: «analisi infinitesimale», «geometria analitica». Altro insigne 
algebrista fu il belga Simone Stevin (1548-1620), generalmente 
noto per le sue leggi sulla pressione dei liquidi. Fu autore di un im- 
portante trattato di algebra pubblicato nel 1585, arricchito di una 
appendice nel 1594. Accanto a lui possiamo ricordare il lorenese 
Alberto Girard (1595-1633), che fu editore e commentatore delle 
opere di Stevin e autore a sua volta di lavori ricchi di originalità. 
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Mai veri prosecutori dell’opera di Viète furono Fermat e Descar- 
tes, che, con la loro geometria analitica, offrirono un nuovo meto- 
do, estremamente fecondo, per la trattazione algebrica dei proble- 
mi geometrici. Ci riserviamo però di esaminare meglio, in seguito, i 
caratteri di questa importante invenzione, allorché esporremo ordi- 
natamente i primi sviluppi dell’analisi infinitesimale in tale secolo. 

Accanto all’algebra compì notevoli progressi, nel medesimo pe- 
riodo, il calcolo numerico: prima per opera del già menzionato Ste- 
vin, che sistemò e perfezionò le conoscenze sulle frazioni decimali; 
poi per opera dell’italiano Pietro Antonio Cataldi (1552-1626) che 
introdusse l’uso degli sviluppi in frazione continua; più di tutto 
però, per l'invenzione dei logaritmi compiuta dall’inglese Giovanni 
Napier (1550-1617). Essa venne da lui esposta nella celebre opera 
Mirifici logaritbmorum canonis descriptio del 1614; ed è interessante 
ricordare che furono considerazioni di carattere cinematico quelle 
che portarono Napier alla sua invenzione. Ecco, in poche parole, il 
nucleo del ragionamento da lui seguito: si considerino due punti P, 
O, che si muovono simultaneamente su due rette r, s; il secondo par- 
tendo da A e mantenendo una velocità costante; il primo partendo 
da M e procedendo verso N con velocità variabile, che sta a quella 
costante di Q come il segmento PN = x sta all’intero segmento 


MN=1. 


- 2 ——____*__—_—_—________— 
M P N 
—T> 
y 
Ss e e —_ 
A Q 


Ciò posto, Napier assunse per definizione il segmento AQ = y come 
logaritmo del segmento corrispondente PN = x. 

Ebbene: coi mezzi analitici oggi a nostra disposizione, noi pos- 
siamo vedere subito che, a meno del segno, questo segmento y è pro- 
prio il logaritmo naturale di x. Per dimostrarlo, si osservi anzitutto 
che, data la velocità costante di Q, possiamo senz'altro assumere y 
come misura del tempo; ne segue, che la proporzione poco fa enun- 
ciata tra la velocità di P e quella di Q dà luogo alla seguente equa- 
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zione differenziale: 


dx 


Pi 
dy 1 
che, integrata, dà appunto y = — logx. 


Dalla sua definizione, testé riferita, Napier non ha poi difficoltà 
a ricavare che, mentre x varia in proporzione geometrica, y varia in 
progressione aritmetica; e le altre note proprietà dei logaritmi. 

L’opera di Napier era pure corredata di tavole numeri che, che 
mostravano il grande interesse pratico della nuova scoperta. Subito 
essa attrasse l’attenzione di un altro inglese, Enrico Briggs (1561- 
1630), che ne fece un notevole ampliamento definendo e calcolan- 
do i logaritmi in base dieci. La sua celebre opera Arithmetica loga- 
rithmica del 1624, con le tavole che ancora oggi portano il nome di 
Briggs, contribuirà notevolmente alla diffusione del nuovo calcolo. 

Passando a un altro ramo della matematica, strettamente connes- 
so però a quelli precedenti, ricorderemo che proprio in quei mede- 
simi decenni anche la trigonometria piana e la sferica compirono 
importanti progressi. Il merito di questi progressi era dovuto di nuo- 
vo a Viète e a Stevin; né la cosa ci può stupire, perché si trattava pro- 
prio di sviluppare, in quel momento, la parte formale del calcolo tri- 
gonometrico applicando ad esso gli ultimi risultati dell'algebra. Una 
volta poi scoperti i logaritmi, la trigonometria divenne campo di 
applicazione anche per essi, e qui pure il nuovo calcolo mostrò pre- 
sto la sua straordinaria comodità. Alcuni anni dopo, l’opera di Viè- 
te e di Stevin venne completata dall'olandese Snellius (1581-1626), 
autore di un celebre lavoro pubblicato postumo nel 1627 Doctrinae 
triangulorum canonicae libri quatuor. 

Anche in un campo diverso - quello della geometria pura - si de- 
vono segnalare in quel periodo notevolissimi progressi; è lo studio 
delle opere di Apollonio, che attira su questo campo l’attenzione di 
uomini come Fermat, Desargues, Pascal. Anche qui il genio inven- 
tivo dei matematici del Seicento non tardò a manifestarsi, e diede 
luogo alla scoperta di nuovi importanti teoremi, che sono per l’ap- 
punto noti ancor oggi con i nomi di Pascal, Desargues ecc. Fonda- 
mentale fu, a questo proposito, un lavoro di Desargues (1593-1662) 
pubblicato nel 1639; ebbe però scarsa fortuna, in quanto, malgrado 
il plauso che ottenne dai contemporanei, venne ben presto dimenti- 
cato, e così rimase fino al x1x secolo allorché una nuova generazio- 
ne di grandi geometri fece risollevare le sorti della geometria pura. 
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Ricorderemo infine, pur senza poterci fermare su di essi, che alla 
medesima epoca risalgono le origini del calcolo delle probabilità, 
oggi così fondamentale per la matematica pura e applicata; e i primi 
grandi sviluppi della cosiddetta teoria dei numeri, che costituisce 
senza dubbio uno dei più difficili rami della scienza. I nomi dei loro 
cultori sono all’incirca sempre i medesimi; primi fra tutti quelli di 
Fermat e di Pascal. Di Fermat è celebre il famoso teorema, circa l’in- 
solubilità in numeri interi dell'equazione 


dy=2 


per n intero e maggiore di 2, di cui egli dichiara di possedere una 
dimostrazione generale, che per brevità non si ferma a esporre. Ma 
probabilmente si era soltanto illuso di averla, perché a nessuno è riu- 
scito fino a oggi di ritrovarla,! sebbene - con i mezzi più elevati del- 
l’aritmetica moderna - si sia potuto dimostrare che l’asserto di Fer- 
mat è vero per ampie categorie di valori di x. 

Concludendo: è indubbio che la fine del xvi secolo e la prima metà 
del xvIr dimostrano una generale fecondità matematica che ha in sé 
qualcosa di sorprendente. Eppure tutti questi studi, per quanto in- 
teressanti, non tardarono a venire eclissati da un altro ramo della 
matematica, di cui non abbiamo finora parlato - ramo che doveva 
improntare di sé tutto quello e il secolo successivo -; trattasi dell’a- 
nalisi infinitesimale. 


d: 


Sarà opportuno integrare le notizie riferite nel paragrafo prece- 
dente, aggiungendo qualche parola sugli sviluppi della meccanica e 
della fisica. 

Non possiamo affrontare in queste pagine l’arduo problema di 
stabilire con esattezza quale sia stata, negli studi di meccanica, l’ef- 
fettiva originalità dei grandi ricercatori italiani Leonardo e Galileo. 
Fino al secolo scorso si era voluto vedere in essi l’inizio di un perio- 
do assolutamente nuovo; oggi si tende invece a collegarli con gli stu- 
diosi medievali di problemi fisici e meccanici, in ispecie con i mae- 


1 [Il teorema è stato dimostrato nel 1994 da Andrew Wiles, con un contributo di 
Richard Taylor.] 
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stri della scuola di Parigi (Giovanni Buridan, Alberto di Sassonia, 
Nicola Oresme ecc.). Senza dubbio, con un po’ di buona volontà, si 
riescono a trovare in questi maestri di Parigi, delle idee molto mo- 
derne (il concetto di impeto e il principio della sua permanenza); il 
principio dei lavori virtuali ecc.); occorre però tener presente, che il 
vero ingresso di queste idee nella scienza data soltanto da quando 
esse rivelarono la propria fecondità, e da quando il calcolo seppe ela- 
borarle in forma moderna. 

Comunque, pur senza negare gli addentellati della nuova scienza 
con quella medievale, è nostro dovere ricordare qui un nuovo fatto- 
re che influì notevolmente sulla rinascita della meccanica del Rina- 
scimento, staccandola con nettezza da quella dei secoli antecedenti. 
È il fattore che già ricordammo per la matematica, cioè il rinnovato 
contatto con i grandi lavori dei greci specialmente di Archimede). 

La cosa ha per noi un particolare interesse, perché Archimede si- 
gnifica, in meccanica, studio dei baricentri; e questo studio significa 
esame di problemi che hanno un indubbio carattere infinitesimale. 

Il Rinascimento non si fermò tuttavia alla statica di Archimede; 
proprio sotto la spinta di problemi, già analizzati nelle maggiori scuo- 
le medievali, esso passò infatti dalla statica alla dinamica, onde le 
ricerche si allargarono subito a nuovi più ampi orizzonti. Dalla mec- 
canica saliamo all’astronomia, poi all’ottica, alla teoria generale del- 
la materia ecc. 

D'altra parte l'osservazione sperimentale conduce i fisici a consta- 
tare fenomeni, in pieno disaccordo con le vecchie concezioni aristo- 
teliche; crollano i principi classici della proporzionalità tra forza e 
velocità, dell'orrore del vuoto, dell’immobilità della terra. Per spie- 
gare tutte le nuove osservazioni le ipotesi si accavallano alle ipotesi, e 
le teorie delle diverse scuole entrano in violenta polemica tra di loro. 

Quali di queste teorie è oggi sopravvissuta? Quasi nessuna, malgra- 
do l’acume dei loro autori, malgrado le ponderose argomentazioni 
con cui si cercava di sostenerle. Molto significativo è, per questo 
aspetto, il celebre giudizio sulla fisica cartesiana, esposto da d’ Alem- 
bert nel Discorso preliminare dell’Enciclopedia del 1751: esso comin- 
cia con ampi elogi al grande ingegno di Descartes, ma riconosce dopo 
poche righe che tutta la sua fisica è sbagliata; ridicola la sua teoria 
dei vortici, senza fondamento le sue leggi del moto. Il vero iniziato- 
re della fisica moderna è, per d’Alembert, soltanto Newton. Il giu- 
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dizio dei moderni è meno severo: in Descartes noi troviamo infatti 
non solo il distruttore della fisica aristotelica, ma il precursore della 
fisica-matematica moderna. Naturalmente, per giungere a questa 
conclusione, bisogna saper prescindere dal contenuto particolare 
delle sue teorie; vedere, al di sotto di esse, la struttura generale del 
suo pensiero. Forzando alquanto questa interpretazione, qualcuno è 
perfino giunto a dire che la fisica di oggi è sostanzialmente cartesia- 
na: «Il fisico moderno si esprime proprio come Descartes e ripete 
quasi letteralmente “tutta la mia fisica non è altro che matemati- 
ca”... Il meccanicismo dei Principes è il simbolo precursore della fisi- 
ca matematica moderna» (Paul Mouy). 

Senza accogliere integralmente questo giudizio, anche noi ricono- 
sciamo tuttavia che vi è in esso qualcosa di vero. La fisica cartesiana 
— anzi, tutta la fisica del Seicento — ha il merito di avere spalancato la 
via alla trattazione matematica dei fenomeni naturali; questa via por- 
terà a particolari successi allorché la trattazione matematica non sarà 
più, come in Descartes, soltanto una trattazione geometrica, ma saprà 
sfruttare i nuovi calcoli infinitesimali. Dico di più: i successi, ottenu- 
ti dall’analisi infinitesimale nella trattazione dei grandi problemi di 
meccanica e di fisica, costituiranno proprio gli argomenti più forti per 
consolidare il valore del nuovo calcolo. Le basi logiche di esso reste- 
ranno infatti per molto tempo qualcosa di assai oscuro: ma la sua effi- 
cacia, come sicuro metodo di indagine, persuaderà a poco a poco tut- 
ti i matematici del suo valore fondamentale per la scienza moderna. 


4. 


È indispensabile, a questo punto, qualche indicazione bibliogra- 
fica, onde fornire al lettore i mezzi per completare da sé le schemati- 
che notizie accennate nei paragrafi precedenti. 

Vennero già indicate nel capitolo 1 alcune opere generali, che 
espongono non soltanto la storia della matematica greca, ma anche 
quella dei secoli ora presi in esame. Per esempio le Vorlesungen di 
Maurizio Cantor, la Storia delle matematiche del Loria, le Etapes de 
la philosophie mathématigue di Léon Brunschvicg. 

Come trattato fondamentale per questo periodo limitato, possia- 
mo ancor oggi citare il celebre volume di H. G. Zeuthen Geschichte 
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der Mathematik im xvi. und xvi. Jabrbundert (1903); sebbene vec- 
chio di circa mezzo secolo, esso resta pur sempre insuperato per pro- 
fondità di visione scientifica, abbinata a perfetta conoscenza degli 
autori. 

Se restringiamo l'argomento all'analisi infinitesimale (che forma 
l’oggetto specifico del nostro corso) dobbiamo dare il dovuto rilievo 
a un libretto, di non grande mole né di grandi pretese, che però è 
davvero consigliabile a chiunque inizi questo genere di studi: Le ori- 
gini del calcolo infinitesimale nell’era moderna di Guido Castelnuovo 
(1938). 

Un ottimo libro, indispensabile per approfondire lo sviluppo del- 
l’algebra e dell’analisi del nostro paese è il volume di Ettore Borto- 
lotti Studi e ricerche sulla storia della matematica in Italia nei secoli xvi 
e xv (1928). 

Nei prossimi capitoli mi varrò ampiamente delle tre opere di Zeu- 
then, Castelnuovo e Bortolotti ora citate; come pure del volume 6 
delle Mémoires scientifiques di Paul Tannery (1926) che porta il tito- 
lo Sciences modernes. Particolarmente interessanti sono le note di 
Tannery su Fermat e su Descartes, per l’uno e per l’altro dei quali 
egli curò l'edizione completa delle opere. 

Per brevità non mi fermo a elencare i lavori di storia della filosofia 
dedicati al Cinquecento e Seicento. Sono tanti e così noti, che nessu- 
no farà fatica a trovarne quanti ne desidera (per esempio su Descar- 
tes, in occasione del centenario del Discorso del metodo, vennero 
pubblicati molti studi alcuni dei quali veramente pregevoli). 

Piuttosto, credo opportuno accennare ad alcune ricerche di sto- 
ria della scienza, e in ispecie di storia della fisica, che interessano da 
vicino la nostra esposizione. 

Innanzi tutto va citata la celebre opera di Ernesto Mach Die Me- 
chanik in ibrer Entwickelung historisch-kritisch dargestellt (2° ed. 
1889), di cui esistono varie traduzioni. Malgrado una certa defi- 
cienza nell’informazione storica, essa è pur sempre un’opera del più 
alto interesse scientifico; e le sue pagine su Galileo, Stevin, Huygens, 
Newton sono ancora oggi consigliabili a ogni giovane studioso. 

Tutt'altro carattere hanno le ricerche storiche, sullo sviluppo del- 
la scienza nel Medioevo e nel Rinascimento, dell’insigne fisico-filo- 


2 [Trad. it. La meccanica nel suo sviluppo storico-critico, Bollati Boringhieri, Torino 
2001]. 
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sofo francese Pierre Duhem. Esse dimostrano, oltre a un finissimo 
acume critico, una erudizione davvero eccezionale; purtroppo, però, 
non sempre possono dirsi completamente imparziali (risulta eviden- 
te infatti lo sforzo del Duhem di valorizzare l’opera dei fisici medie- 
vali contro quella dei nostri grandi del Rinascimento). Particolar- 
mente accurate sono le ricerche del Duhem su Leonardo da Vinci. 
Vedansi in proposito i seguenti lavori: Les origines de la statique (2 
voll., 1905-06), Léonard de Vinci; ceux qu'il a lus et ceux qui l’ont lu 
(3 voll., 1906-13), Le systèrze du monde. Histoire des doctrines cosmo- 
logiques de Platon à Copernic (4 voll., 1913-17). 

Studi più recenti e più imparziali hanno completato le ricerche 
del Duhem su Leonardo; e oggi noi abbiamo alcune ottime edizioni 
dei manoscritti vinciani oltre a studi assai pregevoli sulle indagi- 
ni matematiche e fisiche di quel grande. Ricordo: l’edizione dei ma- 
noscritti e disegni di Leonardo da Vinci pubblicati (a partire dal 
1923) a cura della Reale commissione vinciana; la ricostruzione dei 
suoi libri di meccanica, pubblicata da Hoepli nel 1940 a cura di 
Arturo Uccelli; il prezioso lavoro del professor Roberto Marcolon- 
go La meccanica di Leonardo da Vinci (1932). 

Anche il pensiero di Galileo è stato, negli ultimi decenni, ogget- 
to di accuratissimi studi; e senza dubbio ottima è l'edizione nazio- 
nale delle sue opere, curata con particolare amore e competenza da 
Antonio Favaro. 

Passando allo sviluppo della fisica fuori d’Italia, mi limiterò a 
ricordare due opere che ritengo di speciale importanza: Léon Bloch, 
La philosophie de Newton (1908); Paul Mouy, Le développement de la 
physique cartésienne (1934). 

La prima tende a provare che Descartes e Leibniz, malgrado le 
loro notevoli scoperte, restano ancora legati a una concezione meta- 
fisica della scienza; e perciò non si distaccano, sotto questo rispetto, 
dalla grande tradizione medievale. Secondo il Bloch, spetterebbe a 
Newton il merito di avere iniziato una concezione veramente nuo- 
va, e pressoché positivistica, della scienza.’ 

Paul Mouy, invece, il quale svolge la sua ricerca inun piano meno 
filosofico, ma più aderente ai testi, è tutto rivolto a mettere in luce 


3 Vedi pure un articolo del medesimo Bloch Les théories newtoniennes et la physique 
moderne sulla «Revue de Métaphysique et de Morale » del 1928. 
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la modernità della scienza cartesiana; secondo lui essa conservereb- 
be ancor oggi il proprio valore, malgrado che le sue singole teorie 
siano tutte crollate. 

Una posizione intermedia è tenuta da Gaston Milhaud in alcuni 
articoli della raccolta Nouvelles études sur l’histoire de la pensée scien- 
tifique (1911). 

L’insigne storico Hélène Metzger, pur condividendo in parte la 
tesi del Bloch, sostiene tuttavia che neppure in Newton la scienza 
ha raggiunto pienamente il suo carattere moderno, dato che forti 
restano, anche in lui, i legami tra la ricerca scientifica e la specula- 
zione metafisico-teologica. Vedi Attraction universelle et religion na- 
turelle chez quelques commentateurs anglais de Newton (1938). 

Ma questa polemica ci porterebbe troppo lontano, e ci farebbe 
deviare dal preciso tema delle nostre lezioni. Con essa chiudo per- 
tanto il presente paragrafo, riservandomi di aggiungere nei prossimi 
capitoli qualche ulteriore informazione bibliografica, limitata però 
agli argomenti via via esposti. 


5. 


In una interessante pagina (p. 577) del volume poco sopra citato, 
Paul Tannery osserva che «la rinascenza delle matematiche nel xvII 
secolo offre questo di particolarmente notevole, che la più gran 
parte dei progressi è dovuta a uomini estranei alle università e all’in- 
segnamento, i quali lavorano separatamente e male informati 
(malgrado la loro vasta corrispondenza) di ciò che fanno gli altri». 
L’affermazione è esatta soltanto per la Francia, non per l’Italia e 
l'Inghilterra, ove Galileo e la sua scuola, Wallis, Barrow e Newton 
furono legati all'insegnamento universitario; essa accenna però a 
qualcosa di molto giusto e molto importante. Nel Seicento l’inte- 
resse scientifico, e in ispecie quello matematico, non è qualcosa di 
rinchiuso negli atenei; non è un interesse di pochi specialisti; ma 
penetra largamente e profondamente la cultura del tempo, e quindi 
suscita vivi dibattiti e feconde ricerche tra persone diversissime 
(filosofi, giudici, principi, diplomatici ecc.) fornite spesso di menta- 
lità più aperta che non quella comune dei professori. 
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Ne nasce però, come appunto accenna anche il Tannery, un cer- 
to disordine nella produzione, un non completo coordinamento dei 
lavori, un intrecciarsi di polemiche ove ciascuno vuol difendere la 
propria capacità produttiva e sostiene con ogni mezzo di essere sta- 
to lui il primo a trovare la soluzione di questo o quel problema. Gli 
è che la matematica viene considerata come parte integrante del sa- 
pere, e una persona non può ritenersi colta se non si è cimentata 
anche nella soluzione di qualche problema di questa scienza; uno 
studioso non può ritenersi uomo di vero valore, se non ha portato 
un qualche contributo anche allo sviluppo dell’uno o dell’altro ramo 
del complesso edificio. 

Spesso questi dibattiti non hanno una chiara conclusione, perché 
ciascuno dei contendenti ha veramente qualche motivo a proprio 
favore. Innanzi tutto essi usano simboli diversi e seguono procedi- 
menti dissimili per giungere al medesimo risultato; così ciascuno 
crede in buona fede di avere agito colle sole proprie forze e si ritie- 
ne il vero inventore del teorema raggiunto. Sta poi il fatto che non 
sempre i risultati vengono resi pubblici appena scoperti, anzi talvol- 
ta non vengono pubblicati affatto fin dopo la morte dell’autore; 
vengono tuttavia discussi nei carteggi tra uno studioso e l’altro, sic- 
ché la notizia di essi non tarda a diffondersi, e chi ha sentore di tali 
risultati cerca di riscoprirli per proprio conto, seguendo vie origina- 
li che in taluni casi possono anche dare al risultato una più ampia 
generalità di quella primitiva. 

In questa situazione, è difficile per lo storico decidere la esatta 
paternità di ogni nuovo teorema. Si può dire soltanto che esso «era 
nell’aria», cioè che i tempi erano maturi per la sua dimostrazione, 
che i metodi in uso erano ormai in grado di farla raggiungere. 

Ecco per esempio quanto scrive Pierre Duhem nella sua prefa- 
zione a un breve, ma accuratissimo, studio bibliografico di Albert 
Maire su Pascal:4 «Chi dunque oserebbe prendere una a una le pro- 
posizioni del trattato “sull’equilibrio dei liquidi” di Pascal, per af- 
fermare, con decisa sicurezza, che questa verità è di Pascal, mentre 
quell’altra è di un altro suo contemporaneo? Quale occhio può esse- 
re così penetrante, da riuscir a separare ciò che Pascal ha tratto dal 
suo meraviglioso ingegno, da ciò che invece gli hanno suggerito le 


4 L’oeuvre scientifique da Blaise Pascal. Bibliographie, Hermann, Paris 1912. 
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letture di Galileo o di Stevin, le conversazioni di padre Mersenne, 
le obiezioni di Descartes o di Roberval? In verità, la scoperta di ogni 
teorema matematico, di ogni principio fisico, appare talmente come 
l’opera cui hanno contribuito tanti individui diversi, che commet- 
teremmo una grave ingiustizia assegnandola a un unico e ben deter- 
minato inventore». 


6. 


Se quanto abbiamo ora riferito può essere vero per altri rami del- 
la matematica, lo è tanto più per le prime incerte scoperte del calco- 
lo infinitesimale. 

Chi fu l’inventore di questo calcolo? 

Accenneremo nei prossimi capitoli alla grande controversia tra 
Newton e Leibniz, proseguita per decenni tra i loro seguaci. Notia- 
mo intanto che, nemmeno un secolo più tardi, grandi matematici 
come d’ Alembert, Lagrange, Laplace, preferirono attribuire a Fer- 
mat la celebre invenzione. Chi può dirsi nel vero? Nessuno, proba- 
bilmente; poiché, come afferma Duhem nel brano ora riferito, «non 
vi fu un unico ben determinato inventore». 

Osserva, con il solito acume, Paul Tannery, che «storicamente 
l’invenzione del calcolo differenziale e integrale non si presenta 
dapprima, che come una scoperta atta a semplificare la soluzione di 
certi problemi di tangenti e di quadrature, già trattati in anteceden- 
za con altri metodi». Essa non apparve fornita di alcuna speciale 
autonomia, né di alcun interesse preminente. Senonché «questa me- 
desima invenzione condusse immediatamente a nuovi problemi 
molto più complessi» che nessuno era riuscito a formulare senza l’u- 
so del nuovo calcolo. Sono problemi difficili, per i quali, il più delle 
volte, si trova una soluzione soltanto «con un tratto di genio», poi- 
ché non si potrà sottoporli «che molto più tardi a dei metodi rego- 
lari». Ma, anche se non se ne afferra subito la profonda struttura 
logica, si intuisce però con certezza il loro altissimo valore teorico e 
pratico. È così «tutto un nuovo dominio si apre alla matematica», 
dominio che si rivela vieppiù autonomo rispetto ai due rami classici 
della matematica: l’algebra e la geometria. Finalmente ci si accorge 
di avere nelle mani qualcosa di molto importante, qualcosa di ben 
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superiore a un puro e semplice metodo per semplificare la soluzione 
di problemi già trattati ed esauriti per altra via. Allora, e solo allora 
il problema di chi sia stato il primo inventore del nuovo calcolo, di- 
venta un problema di attualità; ma esso non è più un vero problema 
scientifico, bensì soltanto una questione di prestigio (personale o 
di scuola o di nazione). 

Dopo quanto abbiamo detto, appaiono chiare le difficoltà che in- 
contreremo nello sviluppo della nostra indagine. Noi però non ci 
lasciamo intimorire da esse, proprio perché attribuiamo uno scarsissi- 
mo valore ai dibattiti circa la priorità di questa o quella invenzione. 
L’essenziale è, per noi, di riuscire a delineare con sufficiente chia- 
rezza i caratteri più importanti di ogni singola scuola, anche senza 
decidere quale fra esse sia giunta per prima a questa o a quella sco- 
perta. L'essenziale è riuscire a dirigere il lettore nell’intricatissima 
foresta, costituita dalle ricerche infinitesimali dei primi decenni del 
Seicento; e stabilire in tal modo una buona base, per comprendere 
gli addentellati storici delle scoperte conclusive, che coroneranno 
l’intensa e fortunata produzione del secolo. 

Occorrerà, a tale scopo, tralasciare qualche problema di detta- 
glio, tacere qualche nome, schematizzare qualche indirizzo. Sareb- 
bero difetti gravi, se volessimo presentare la nostra esposizione 
come una storia completa e sistematica; ci sembrano invece perdo- 
nabili, se confessiamo apertamente che la nostra non è «tutta la sto- 
ria»; se invitiamo, noi per primi, il lettore a integrare le notizie qui 
fornite per mezzo degli importanti testi indicati nel paragrafo 4. 


6. 


La scuola di Galileo 


Le celebri traduzioni di Archimede, alle quali accennammo nel 
capitolo 5, riportarono in primo piano tra i matematici della fine del 
Cinquecento i problemi infinitesimali, connessi al calcolo di aree e 
di volume e alla determinazione di baricentri. Senonché, essendo ri- 
masto per tutto quel periodo completamente ignoto il trattatello I/ye- 
todo sui teoremi meccanici, Archimede venne interpretato dai suoi 
traduttori e seguaci di allora come il rigido assertore del metodo di 
esaustione; come l’ideatore geniale di dimostrazioni logicamente per- 
fette, ma pesanti nel loro complesso e contorto procedere per assurdo. 

La grande questione dell’epoca fu pertanto: restare fedeli ad Ar- 
chimede o distaccarsi da lui? Seguire con scrupolo il metodo classi- 
co, o andare alla ricerca di altri procedimenti infinitesimali, più 
snelli, più adatti alla scoperta di nuovi risultati? 

Non pochi furono i seguaci fedeli del metodo classico. 

Fra i più insigni dobbiamo annoverare l’italiano Luca Valerio (1552- 
1618), la cui opera De centro gravitatis solidorum, apparsa nel 1604, 
applica con successo i metodi del siracusano, e indica, fra l’altro, la 
via generale onde giungere alla valutazione di una qualsiasi area 
compresa fra un arco di curva e la corda congiungente gli estremi 
dell’arco. In essa si abbozzano operazioni, che oggi si direbbero veri e 
propri passaggi al limite. Risulta che Galileo studiò a lungo quest’o- 
pera, ma non sappiamo quale fosse il suo giudizio intorno ai ragio- 
namenti ivi esposti. 

Di poco posteriore a Luca Valerio e come lui fedelissimo seguace 
di Archimede fu il gesuita svizzero Paolo Guldino (1577-1643), 
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autore di una grossa opera in quattro volumi: Centrobaryca, pubbli- 
cata negli anni 1635-41. Come già accennammo nel paragrafo 1 del ca- 
pitolo 5, il celebre teorema che va sotto il suo nome si trovava già in 
Pappo; è certo tuttavia che Guldino seppe darne una dimostrazione 
rigorosa e completa. 

Troviamo in Guldino uno dei più accaniti oppositori dei nuovi 
metodi infinitesimali; nemico in particolare del nostro Bonaventura 
Cavalieri (di cui parleremo nel paragrafo 3), contro il quale Guldino 
ricorre a ogni forma di attacco: non solo denunciando le debolezze 
logiche della sua geometria degli indivisibili, ma accusandolo aspra- 
mente di plagio perché le idee di Cavalieri collimano in sostanza con 
quelle di Kepler. E probabile che tanta acrimonia fosse anche dovu- 
ta, in parte, ad argomenti non scientifici: forte era per esempio l’an- 
tagonismo tra l’ordine dei gesuati cui apparteneva Cavalieri e quel- 
lo dei gesuiti cui apparteneva Guldino. 

Senza ricordare tutti i nomi minori dei seguaci fedeli del metodo 
classico, voglio ancora segnalarne uno, quello del matematico Ales- 
sandro Anderson (che fu l'editore d’un’opera postuma di Viète), per 
il titolo estremamente caratteristico di un suo lavoro polemico con- 
tro Kepler; questo titolo è Vindiciae Archimedis che vuol essere una 
risposta al Supplementum ad Archimedem di Kepler. 

Malgrado la loro tenacia, questi lontani difensori del metodo di 
esaustione finirono tuttavia per soccombere ed essere travolti. Le 
nuove vie dell’analisi, pur inesatte e piene di incertezze, riuscivano 
infatti a condurre a risultati così generali e interessanti, che prima o 
poi tutti i maggiori matematici dell’epoca dovettero accettarle. 

Uno fra i giudizi più sereni circa l'effettivo rapporto tra i nuovi 
metodi in elaborazione e il glorioso metodo classico, lo troviamo in 
Blaise Pascal. Ecco le sue parole: «Tutto quello che si dimostra con 
le giuste regole degli indivisibili si dimostrerà anche nel modo e con 
il rigore degli antichi ... così i due metodi non differiscono tra loro 
che nella forma espressiva: il che non può disturbare le persone 
ragionevoli, una volta che siano state avvertite di cosa si intenda». 
Sono parole serene, ho detto; contengono tuttavia, in forma impli- 
cita, una condanna radicale dei seguaci pedissequi di Archimede. E 
infatti: una volta ammessa la sostanziale equivalenza, di cui parla 
Pascal, tra il metodo classico di esaustione e i nuovi metodi infinitesi- 
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mali, che motivo vi resta per ostinarsi a seguire soltanto il metodo clas- 
sico, mentre i metodi nuovi si rivelano tanto più comodi e spediti? 


2A 


Prima di passare all’analisi del metodo, così discusso, di Cavalie- 
ri, daremo qualche notizia, sia pur molto breve, intorno all’opera 
matematica di Kepler. Essa potrà riuscire utile, nei paragrafi suc- 
cessivi, per determinare la effettiva originalità del Nostro. 

Giovanni Kepler (1571-1630) fu, insieme, grande matematico e 
grande astronomo. Nato a Weil nel Wiirtenberg, fu professore, pri- 
ma a Graz, poi a Praga, infine a Linz. A Praga collaborò attivamen- 
te con l’insigne astronomo Tycho Brahe; a Linz tenne la carica di 
astronomo della corte imperiale. 

Fu per l’appunto avvalendosi del vasto e prezioso materiale d’os- 
servazione raccolto da Tycho Brahe, che Kepler riuscì a dimostra- 
re le sue celebri leggi sul moto dei pianeti. Queste leggi si trovano 
esposte nelle due seguenti opere: Astronomia nova de motibus stellae 
Martis (1609) e Harmonices mundi (1619). 

Nel 1615 pubblicò il grande lavoro matematico, che qui ci interessa, 
Nova stereometria doliorum. Esso risultava composto di due parti: la pri- 
ma suddivisa a sua volta in due, aventi per titolo Stereometria Archime- 
dea e Supplementum ad Archimedem; la seconda, che per Kepler era la 
più importante, col titolo Stereorzetria dolii austriaci in specie. 

Kepler fu il primo matematico del Seicento ad abbandonare sen- 
za compromessi il metodo classico di esaustione e le sue difficili di- 
mostrazioni per assurdo. Lo sostituì con molta disinvoltura per mez- 
zo di ragionamenti diretti sugli infiniti e sugli infinitesimi. Ecco tre 
esempi del suo modo di procedere, tratti dalla prima parte dell’opera: 


Esempio 1 Per determinare l’area del cerchio, Kepler lo consi- 
dera come somma di infiniti triangoli aventi il vertice sul centro del 
cerchio e la base sopra una corda infinitesima. É proprio qui che 
interviene la critica di Anderson: non si può, egli osserva, identifi- 
care fin dall’inizio della ricerca un cerchio con una infinità di trian- 

eg ” 
goli; ciò contraddirebbe alle leggi stesse dell’intelletto. Quae mews 
capiat buiusmodi metamorphoses? 
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Esempio 2 Per ricavare il volume della sfera, Kepler la conside- 
ra come somma di una infinità di piramidi, aventi il vertice sul cen- 
tro della sfera e la base sopra un elemento di superficie. Qui pure 
intervengono obiezioni analoghe alle precedenti. 


Esempio 3 Per calcolare il volume del toro, lo considera suddi- 
viso in fette sottilissime, ottenute con piani passanti per l’asse di 
rotazione; assimila poi ciascuna di queste fette con un cilindro ret- 
to, avente per base un cerchio meridiano del toro e altezza eguale 
alla distanza dei centri dei due cerchi limitanti la fetta medesima. 
Questa distanza è la media aritmetica fra le distanze, massima e 
minima, dei punti corrispondenti di questi cerchi base. 


La seconda parte, Stereometria dolii austriaci in specie, ha come og- 
getto specifico il problema che diede origine a tutta la ricerca: qual è 
il motivo per cui le botti in uso presso gli osti e i contadini austriaci 
hanno tutte una speciale forma caratteristica? La risposta di Kepler 
è: che la forma di tali botti risulta la più conveniente, permettendo 
di ottenere, con una data quantità di legname, il fusto di maggiore 
capacità possibile. Egli riesce pure a trovare una giustificazione teo- 
rica del metodo usato in pratica per la misura di tale capacità. 

Non v’ha dubbio che si tratti di un seguito di ricerche molto acu- 
te e interessanti. Va notato però che, non solo Kepler non cerca di 
approfondirne i fondamenti logici, ma non si preoccupa neppure 
di dare a tutte queste ricerche un carattere unitario. Egli ricorre 
sempre, nella scomposizione delle figure in parti infinitesime, ad 
accorgimenti molto ingegnosi che dimostrano in lui un elevatissimo 
intuito geometrico; sono però accorgimenti diversi da un caso all’al- 
tro, dai quali non scaturisce affatto un metodo generale. 

Kepler esercitò una profonda influenza sui contemporanei e gli 
immediati successori. La sua opera servì soprattutto a uno scopo: a 
incoraggiarli affinché si svincolassero dalla rigidità del metodo gre- 
co, e si affidassero con una certa disinvoltura all’intuizione. 


3. 


Uno dei meriti maggiori della scuola di Galileo, e specialmente di 
Cavalieri, fu invece quello di fornire ai nuovi modi di procedere un 
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aspetto generale e unitario. Ecco ciò che Paul Tannery scrive sul- 
l'argomento: «La sua originalità - di Cavalieri — deve essere riguar- 
data come fuori contestazione; ma ciò che gli appartiene in proprio 
è meno l’invenzione di un metodo di ricerca analogo a quello degli 
infinitamente piccoli, che la costituzione di questo metodo in un 
corpo unito di dimostrazioni sufficientemente rigorose. Nel medesi- 
mo tempo di Cavalieri, e indipendentemente da lui, Fermat e Rober- 
val arrivavano in Francia, ciascuno per proprio conto, a procedimenti 
simili; e il primo soprattutto sopravanzava singolarmente il geome- 
tra italiano nelle applicazioni di questi procedimenti. Ma il Cavalie- 
ri fu il teorico del nuovo metodo, e come tale ebbe una influenza 
immediata molto maggiore». 

Risulta dalla sua corrispondenza con Cavalieri, che già Galileo 
ebbe una chiara intuizione del metodo degli indivisibili; pare anzi 
che volesse scrivere un lavoro sull’argomento. Lo storico Guglielmo 
Libri attribuisce a lui la effettiva invenzione del nuovo tipo di cal- 
colo. Chi per primo pubblicò un’opera sistematica su di esso è tut- 
tavia Bonaventura Cavalieri. 

Nato a Milano nel 1591 egli studiò a Pisa, ove fu allievo di Castel- 
li, discepolo e amico di Galileo; in seguito venne chiamato profes- 
sore all’università di Bologna per appoggio di Castelli e dello stesso 
Galileo. Va dunque annoverato anche lui fra i seguaci del grande 
maestro; e senza alcun dubbio fra i migliori. Appartenne, come già 
accennammo nel paragrafo 1, all’ordine dei gesuati. Morì nel 1647. 

La sua opera capitale Geometria indivisibilibus continuorum nova 
quadam ratione promota è del 1635; risulta certo tuttavia che già da 
parecchi anni Cavalieri ne andava elaborando il contenuto in perso- 
nali ricerche e in discussioni con gli amici. Attaccato da varie parti 
(in ispecie, come già fu detto, dal gesuita Guldino), difese validamen- 
te il proprio metodo nelle Exercitationes geometricae sex che videro 
la luce l’anno stesso della sua morte. 

L’idea direttrice di Cavalieri è quella medesima che già abbiamo 
esposta nel capitolo 4 parlando del Metodo di Archimede; nel Sei- 
cento però, non conoscendosi tale libretto, veniva presentata come 
idea antitetica al pensiero matematico del grande siracusano. Essa 
consiste nel considerare una generica area piana come costituita dal- 
la infinità di corde, intercettate entro l’area stessa da un sistema di 
rette parallele; e un solido generico come costituito dalla infinità 
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di sezioni sottilissime, intercettate entro di esso da un sistema di 
piani paralleli. Ciascuna di queste corde, o di questi fogli, è secondo 
la nomenclatura di Cavalieri un indivisibile. 

Dalla idea direttrice ora accennata, Cavalieri ricava il seguente 
principio generale: «se due aree piane, tagliate da un sistema di ret- 
te parallele, intercettano, sopra ognuna di esse, due corde eguali, le 
due aree sono eguali; se intercettano corde che hanno tra loro un 
rapporto costante, anche le due aree hanno tra loro questo rappor- 
to. Se due volumi, tagliati da un sistema di piani paralleli, intercet- 
tano sopra ognuno di essi sezioni eguali, anche i due volumi sono 
eguali; se intercettano sezioni che stanno tra loro in rapporto costan- 
te, anche i due volumi stanno tra loro in questo rapporto». In base 
ad esso, gli riesce poi facile ricondurre la determinazione di aree e 
volumi incogniti ad aree e volumi già noti. 

Una cosa però non va dimenticata: che il linguaggio usato da Ca- 
valieri è ancora esclusivamente geometrico, anche se facilmente tra- 
ducibile in termini analitici; siamo - per così dire - prima della gran- 
de svolta che sarà costituita dalla geometria analitica di Cartesio e 
di Fermat. 


4. 


Può essere istruttivo, riferire ora qualche esempio. 

Cominciamo con due semplicissime applicazioni che, pur portan- 
doci a teoremi già ben noti prima di Cavalieri, servono bene però a 
illustrarci il funzionamento del nuovo metodo. Una riguarda le aree, 
l’altra i volumi. 


1) Si debba trovare l’area delle semiellisse. 

Tracciamo a tale scopo un semicerchio avente per diametro il dia- 
metro maggiore dell’ellisse, e intersechiamo le due figure con un 
fascio di rette parallele al diametro minore. 

Da proprietà note dell’ellisse e del cerchio risulta che le due figu- 
re intercettano, su ognuna di queste parallele, due corde FG e FH 
che sono in rapporto costante. Vale infatti: 


FG:FH=b:a 
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e 
OB=b 





D 


[@L 


A F F_F 


Basterà dunque applicare il principio generale sopra esposto di 
Cavalieri, per dedurne che lo stesso rapporto deve valere anche per le 
aree; ed essendo nota l’area del cerchio, ricavarne quella dell’ellisse. 


2) Si debba trovare il volume della semisfera. 





Prendiamo il quadrante DGB di centro A, il quadrato ABCD, il 
triangolo ADC. Con una rotazione completa intorno all'asse AD 
essi danno luogo a una semisfera, a un cilindro e a un cono. 

Ora intersechiamo i tre solidi ottenuti con un fascio di piani per- 
pendicolari all’asse di rotazione; la sezione di uno generico di essi 
con la sfera sarà un cerchio di raggio EG; con il cilindro sarà un cer- 
chio di raggio costante EH; con il cono sarà un cerchio di raggio EF. 
Ma si vede subito che è: 


EG?+ EF? = EH? 


onde si conclude: la sezione di quel generico piano col cilindro è la 
somma delle sezioni di esso con la sfera e con il cono. 

In base al principio degli indivisibili si può dunque affermare che 
il volume del cilindro è la somma del volume della semisfera più 
quella del cono; e questo basta a ricavare il volume della semisfera. 
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Più interessante sarà riferire l'applicazione con cui Cavalieri ha 
a 


calcolato il valore di ciò che, in simboli moderni, si scrive Î x° dx. 


Pure questo, obietterà qualcuno ricordando il paragrafo 6 del capi- 
tolo 4, è solo il ritrovamento di un risultato già scoperto da Archi- 


mede. Ora però si vede facilmente che il metodo di Cavalieri serve, 
a 


con semplici ritocchi, a calcolare in generale il valore di Î x" dx. E 
0 
invero lo stesso Cavalieri fece questa estensione; non subito tutta- 
via, ma solo dopo aver saputo indirettamente che già in Francia que- 
sto valore era stato calcolato (per tutt'altra via) da Pietro Fermat. 
Consideriamo il quadrato ABCD, di lato AB = a; e, tracciate in 
esso la diagonale BD e la corda EF, che congiunge il punto di mezzo 
di AD con il punto di mezzo di BC, tiriamo una retta generica paral- 
lela al lato BC. Se essa incontra il quadrato, lo intersecherà nei pun- 
ti R, S, P, Tcomein figura 


A R B 
E F 
D T C 


Per semplicità poniamo ST = x, RS= y, SP= 2; onde si ha: 


x=3+5 933% [1] 

Ora ecco l'osservazione fondamentale, che ci permetterà di appli- 
care qui il calcolo degli indivisibili: mentre T percorre il lato DC, il 
segmento x ricopre tutto il triangolo DBC, il segmento y ricopre tut- 
to il triangolo ABD, il segmento 4/2 ricopre mezzo quadrato (cioè il 
rettangolo ABEF,, il segmento z ricopre i due triangoli OBF, OED. 
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Quadrando e sommando le [1], si ricava: 
2 
x+y?= (5) +28, [2] 


nella quale formula i segmenti x e y compaiono, non alla prima po- 
tenza, ma al quadrato. 

Come sopra, facciamo percorrere a T tutto il lato DC; e indichia- 
mo con [DBC] la somma dei quadrati dei segmenti x; con [ABD] la 
somma dei quadrati dei segmenti y; con [ABEF] la somma dei qua- 
drati delle corde 4/2 ; con [(0BF] + [OED] la somma dei quadrati dei 
segmenti 2. 

Applicando alla [2] il principio generale degli indivisibili si ottiene: 

[DBC] + [ABD] = 2[ABEF]+ 2{[OBF] + [OED]} 
e, tenuto conto che è [DBC] = [ABD]; [0BF] = [OED];: 
[DBC] = [ABEF] + 2[OBF]. [3] 


Ma [ABEF] e [OBF] sono facilmente calcolabili. Si ha infatti, per 
ovvie ragioni: 
2 4 


E, tenuto conto a) della similitudine dei due triangoli OBF, DBC; b) del 
fatto che noi consideriamo, non le somme delle corde 2 (cioè le aree), 
ma le somme dei loro quadrati; si ha 


[ABEF]= a- (5) sd [4] 


[(OBE]= 5 [DBC]. [5] 


Sostituendo nella [3] i due valori [4] e [5], e facendo alcune imme- 
diate riduzioni, si ottiene finalmente 


e questo è proprio il risultato cui volevamo giungere, poiché, nei 
a 
nostri simboli, è [DBC] = fa? dx. 


0 
Il teorema risulta dunque dimostrato. Per estenderlo al caso ge- 
nerale basta servirsi, anziché delle [2], di quest'altra formula, rica- 
vabile, essa pure, dalla [1]: 
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si pese pb 
x +9) -:(5) 2 1.2 (5) CF 


D9 


se 


(ove sono distinti i due casi di x pari e x dispari). 
Per esempio, elevando al cubo le [1] e sommandole si ottiene: 


3 
cepna() (te » 


Procedendo nella [7] in modo analogo a quanto si fece nella [2], si 


ottiene il valore di J x? dx. Dalla [6] invece si ottiene il valore gene- 
a 
0 
rale di fera. 
0 


I. 


Prima di discutere alcune fra le molte obiezioni mosse contro la 
geometria degli indivisibili, diamo un cenno all’ampliamento del 
concetto di indivisibile compiuto da Torricelli, con l’introduzione 
dei cosiddetti «indivisibili curvi». Evangelista Torricelli (1608-1647) 
fu egli pure discepolo di Castelli e poi di Galileo. Tutti ricordano la 
sua celebre esperienza per la misura della pressione atmosferica; egli 
fu tuttavia, non soltanto un fisico, ma anche un matematico, anzi il 
più grande matematico della scuola di Galileo. 

Una grande sventura impedì che le sue scoperte matematiche 
ottenessero tutta la risonanza che meritavano: egli morì prima di 
avere condotto a termine il grande lavoro in cui si proponeva di e- 
sporre con ordine sistematico le proprie ricerche, e l’amico cui af- 
fidò il manoscritto ancora frammentario non fu capace di orientarsi 
in quella moltitudine di pagine sparse. Esse rimasero quindi, per la 
maggior parte, incomprese. Solo in tempi molto recenti il professor 
Ettore Bortolotti riuscì a riordinare i lavori di Torricelli e a mettere 
in luce i veri tesori matematici in esse nascosti. Vedi su quest’argo- 
mento il volume del Bortolotti citato nel paragrafo 4 del capitolo 5. 

Riservandoci di ritornare fra breve sulle più importanti scoperte 
di Torricelli, limitiamoci qui a riferire qualche esempio di indivisi- 
bile curvo. 
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Esempio 1 Sia il cerchio di centro A e raggio AB. Supponiamo 
di avere riportato sulla tangente in B un segmento BC di lunghezza 
eguale alla circonferenza Y. Congiunto A con C, prendiamo una 
qualunque circonferenza è di centro A e raggio AE minore di AB. 
Tirata la tangente in E alla circonferenza è, si vede subito che la 
lunghezza di EF deve risultare eguale a quella di è. 


Y 


PE ii F 
LC G 


Ma il cerchio è riempito dagli «indivisibili curvilinei» costituiti 
dalle varie circonferenze è; allo stesso modo come il triangolo ABC 
è riempito dagli indivisibili rettilinei EF. Poiché ogni indivisibile 
curvilineo è eguale al corrispondente indivisibile rettilineo, se ne 
conclude che l’area del cerchio è eguale all’area del triangolo. 


Esempio 2 Sia data la semicirconferenza Y, di diametro AB. 


A 


Bi N C 
Sulla tangente in B, prendiamo un segmento BC eguale al diametro, 
e congiungiamo 4 con C. Vogliamo dimostrare che, ruotando la 
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figura di un giro completo intorno all’asse AB, si ottiene da Y una 
sfera il cui volume è metà del volume del cono retto ottenuto dal 
triangolo ABC. 

Preso su AB un punto qualunque D, tiriamo per esso un piano 
perpendicolare all’asse di rotazione. Determinerà nella sfera il cer- 
chio di raggio FD, e nel cono il cerchio di raggio ED. Ora confron- 
tiamo fra loro, non questi due cerchi, ma il cerchio di raggio FD con 
la superficie cilindrica generata nella rotazione da EN. Si vede subito 
che il cerchio (indivisibile piano) di raggio FD è la metà della super- 
ficie cilindrica anzidetta (indivisibile curvo). 

Poiché i vari cerchi di raggio FD riempiono, allorché D percorre 
tutto il diametro AB, l’intera sfera, mentre le superfici cilindriche 
corrispondenti riempiono il cono, se ne conclude che il volume del- 
la sfera è la metà del volume del cono. 


6. 


Le obiezioni più interessanti mosse contro la geometria di Cava- 
lieri erano basate su alcuni paradossi che parevano scaturire dall’ap- 
plicazione del metodo degli indivisibili. 

Mi limiterò a citarne due: 

1) Sia dato il segmento parabolico ABCH, e tracciamo il rettan- 
golo ABCE e il triangolo ABC. 


E D C 


A F B 


Presa una qualunque perpendicolare DF all’asse della parabola 
AB, si deduce, da note proprietà della parabola, che fra i segmenti 
DF, FG, FH vale la seguente proporzione: 


FG :FH=FH:DF [8] 
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Poiché, facendo percorrere dal punto F tutto il segmento AB, i 
predetti segmenti percorrono l’intero rettangolo, o il triangolo, o il 
segmento parabolico; se ne ricava - applicando il principio di Cava- 
lieri - che anche l’area del segmento parabolico deve essere media 
proporzionale fra l’area del triangolo e quella del rettangolo. Que- 
sto risultato però è falso. 

Il paradosso - rispondono i difensori del metodo degli indivisibi- 
li - si basa, non su una retta applicazione del principio generale di 
Cavalieri, ma su un banale errore. Infatti è bensì vero che, per le 
varie perpendicolari all’asse AB valgono delle proporzioni continue 
che possiamo così indicare: 


a:b=b:c 
le'ib'=b':c' 
a' ‘ b'=b":c" 
ecc.; [9] 


ma da esse non si ricava affatto la proporzione: 
(A+ LPP (4A a 


2) Consideriamo il triangolo ABC, in cui l’altezza BH divide la 
base AC in due segmenti tali che AH = 3 - HC 


B 


A R' HPC 


Per un punto M qualunque dell’altezza tiriamo una parallela RP 
alla base. Si vede subito che è RR' = PP’. Ma le corde RR' riem- 
piono il triangolo ABH, e le PP' riempiono il triangolo HBC. Dun- 
que i due triangoli - in base al principio di Cavalieri - dovrebbero 
avere area eguale. 

Qui l’argomentazione degli obiettori è più sottile che nel parados- 
so precedente; ma anche qui essa si basa su un’errata applicazione 
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del principio di Cavalieri. Infatti i due triangoli ABH e HBC stac- 
cano le corde eguali RR' e PP' non sulla medesima retta, come esige- 
va il principio di Cavalieri, ma su rette distinte per quanto parallele. 

Per spiegare l’origine dell’assurdità, Cavalieri si appella a un pa- 
ragone pratico: «intendendo ABC esser di tela, AB regola dell’ordi- 
to et BH regola del tessuto; essendo nel triangolo BHC cento fili di 
tessuto, saranno cento ancora i punti segnati su BC, da’ quali per 
l’ordito stesi cento fili, noteranno cento punti su BA e cento paral- 
lele a BH nel tessuto del triangolo ABH. Ma il tessuto di esso ABH 
porta molto più fili, cioè ... trecento essendo AH triplo di HC; 
adunque di questi trecento fili non ne prendiamo se non cento; e 
così, a suo modo, negli infiniti». 

E, in fondo, sia pure in forma molto rudimentale, una considera- 
zione sugli infinitesimi quella cui si richiama il Nostro; la cosa ver- 
rà poi notevolmente approfondita da Torricelli. Ecco le sue parole: 
«che gli indivisibili tutti siano eguali tra loro, cioè i punti alli punti, 
le linee in larghezza alle linee, e le superficie in profondità alle su- 
perficie, è opinione a mio giudizio non solo difficile a provarsi, ma 
anco falsa». Nel De infinitis byperbolis specificherà che due indivisi- 
bili possono avere area eguale anche quando hanno lunghezza diversa, 
purché la diversità di spessore compensi la diversità di lunghezza. 


7. 


L’opera geometrica di Torricelli ha una tale ampiezza di orizzon- 
te, che non si lascia circoscrivere nei limiti di una semplice applica- 
zione del metodo degli indivisibili. Essa si vale, sì, in taluni casi di 
questo metodo - e, come abbiamo visto nel paragrafo 5, vi porta 
pure certi interessanti ampliamenti — ma in altri casi ritorna invece 
al metodo classico, e in altri ancora ricorre a geniali considerazioni 
che fuoriescono da ogni schema precedentemente noto. Per questo 
lo Zeuthen collega l’opera geometrica di Torricelli più alle ricerche 
infinitesimali di Galileo che non alla geometria degli indivisibili di 
Cavalieri. 

Ragioni di spazio ci impediscono di farne una adeguata esposi- 
zione. Dovremo limitarci perciò a qualche schematico accenno, rin- 
viando, per il resto, all’opera già più volte citata del Bortolotti. 
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Torricelli prende le mosse dal seguente lemma, che egli dimostra 


in modo un po’ faticoso:! 
Si consideri una curva qualunque di equazione: x? - 97 = È, 


P 


1 


O; = 





oppure x? - y? = £, conpe g interi positivi; presi su di essa due punti 
P, e P, di proiezioni Q;, R} e Q., R,; il rapporto dei rettangoli iscrit- 
ti è, in valore assoluto, maggiore del rapporto degli esponenti, e que- 
sto a sua volta è maggiore del rapporto dei rettangoli circoscritti: 


PR) 4, PRI 


(P,0,) p° (2,0) 
Da questo lemma Torricelli deduce poi, con un ragionamento di 
tipo archimedeo, che il rapporto delle aree dei quadrangoli curvili- 
nei vale g/p. 








CE [10] 


(P,P,0:0,) PD 


Giunti a questo punto occorre distinguere i due casi: 
d 


1) p negativo, e cioè y = kx? 
Dalla [10] si ottiene, componendo: 
(P,P,RjR,) ION | 
(P,P,R,R3) + (P,P,0,0)) 97D 
Donde, tenuto conto che (P, P, R; R,) + (P.P0; 2.) vale la diffe- 
renza tra i due rettangoli (R,2,) — (R; Q;), si conclude: 


(R, 0,) du (Ri Q,) 


Zi 


q 


1 Per semplicità non ci atteniamo strettamente alla terminologia di Torricelli. 


(P,P,R;R,)= 
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formula che, tradotta in simboli moderni, ci dà: 


p 12 
Xx, PD 
a XX — XX 
fate [11] 
> —+1 
q 


2) p positivo, cioè /=kx °. 
Si parte ancora dalla [10]; ma questa volta si scompone, ottenendo: 
(P.P,R,R)) o 
(P.P,RR3)-{(P.P,0;0)) 17d 
Donde, tenuto conto che (P, P, R; R,) — (PP; 2; Q3) vale la diffe- 


renza tra i due rettangoli (R,0,) — (R; Q;), si ottiene, con ragiona- 
mento analogo al precedente: 


xa D 
5 L'aereo AE 
fa ?de="# > a (12) 
xi ——+1 
q 


Vedremo, nel capitolo 7, che anche la scuola francese era giunta, 
all’incirca nei medesimi anni, a calcolare gli integrali [11] e [12]; con 
metodi però completamente diversi, cosicché è da escludere un 
qualsiasi plagio da una parte o dall’altra. 

Ma Torricelli fa qualcosa di ancora più notevole. Sempre parten- 
do dal lemma poco fa enunciato, affronta il calcolo dell’integrale 


improprio: 


x 
| x "dx, 
xi 
cioè il calcolo dell’area racchiusa fra l’ordinata sul punto x}, l’asse 
delle ascisse e l’iperbole. Riesce a dimostrare che quest'area ha un 
valore finito se x > 1, e invece tende all’infinito se x = 1. In modo 
analogo determina il volume dei solidi «acutissimi e latissimi» otte- 
nuti ruotando un’iperbole generalizzata intorno a un asintoto. 

Un ultimo risultato dobbiamo infine ricordare, data la sua enor- 
me importanza. Dall'esame accurato e intelligente dei frammenti di 
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Torricelli, il Bortolotti ha potuto concludere che il grande allievo di 
Galileo ebbe anche una chiara nozione del principio di inversione. 
Se teniamo presente che questo costituisce il principio chiave del- 
l’analisi infinitesimale, dobbiamo riconoscere che, salvo la difficoltà 
dei simboli, l’analisi era praticamente già nata in Italia assai prima 
che la inventassero Newton e Leibniz. Ma era, per così dire, un parto 
prematuro che richiese ancora alcuni decenni di incubazione prima 
di iniziare la sua vera vita e dar luogo ai suoi meravigliosi sviluppi. 

Nelle sue ricerche geometriche, Torricelli raggiunse però il prin- 
cipio di inversione solo limitatamente ad alcune curve; fu invece nei 
suoi lavori di meccanica che lo intuì in tutta la sua generalità. 


8. 


Già accennammo che la dinamica di Galileo esercitò una notevo- 
le influenza sulla formazione delle idee infinitesimali nei primi 
decenni del Seicento . Erano infatti le sue stesse definizioni di velo- 
cità e di accelerazione che rinviavano al campo dell’analisi. 

Mavi è poi qualcosa di più specifico. Nei suoi celebri Discorsi e di- 
mostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, Galileo accenna 
a un’idea veramente fondamentale per noi. Dopo avere definito il 
moto rettilineo uniformemente vario, suggerisce di rappresentarlo 
con un diagramma, ove il tempo è l’ascissa e la velocità è l’ordinata 
(questa risulta una retta più o meno inclinata secondo il valore dell’ac- 
celerazione); in tale rappresentazione Galileo dimostra che lo spazio 
percorso nel tempo #; è misurato dal triangolo tratteggiato in figura; 
cioè - in termini moderni - che lo spazio è l’integrale della velocità. 

Ebbene: proprio questa è una delle più importanti idee riprese e 
sviluppate da Torricelli nel De motu gravium del 1644 e nei suoi ulti- 
mi appunti di meccanica. 
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Torricelli considera un punto materiale, che si muova con legge 
qualsiasi sopra una retta; rappresentando questo moto con un dia- 
gramma in modo analogo a ciò che aveva fatto Galileo, ne ottiene, 
non più una retta, ma una curva generica. In queste condizioni rie- 
sce a dimostrare, con un ragionamento appena abbozzato, che lo 
spazio descritto dal punto fra gli istanti f, e £, è dato proprio dall’a- 
rea compresa fra la curva, l’asse delle ascisse e le ordinate in #, e £.. 
Considerando il caso generale dello spazio percorso fra due istanti 
qualsiasi, sale a quel concetto che nella terminologia moderna porta 
il nome di integrale indefinito. 

Passato poi a studiare il diagramma dello spazio rispetto al tem- 
po, riesce a cogliere gli stretti rapporti tra problema delle tangenti e 
problema delle velocità. E poiché i due problemi di ricavare lo spa- 
zio dalla velocità e di ricavare la velocità dallo spazio sono inversi 
uno dell’altro, Torricelli si trova naturalmente condotto a comprende- 
re il carattere inverso delle due operazioni di trovare le tangenti (deri- 
vazione) e calcolare le aree fra limiti variabili (integrazione indefi- 
nita). E quanto accennammo alla fine del paragrafo precedente. 

Le brevi comunicazioni che Torricelli fece delle sue ricerche ma- 
tematico-meccaniche furono già bastevoli a esercitare una forte in- 
fluenza sui contemporanei, in ispecie sui matematici inglesi. V’è da 
chiedersi che cosa sarebbe scaturito dai suoi lavori, se essi fossero 
stati conosciuti nella loro integrità. Ma nulla poteva ormai fermare 
lo sviluppo delle idee; la scomparsa prematura di un uomo, le tene- 
bre scese sui suoi lavori potevano soltanto provocare un ritardo, non 
un arresto di tale sviluppo. Come già dissi, le nuove invenzioni era- 
no ormai «nell’aria»; e per vie diverse venivano a breve distanza 
raggiunte da tutti i migliori ingegni dell’epoca. 

Vedremo nel prossimo capitolo le vie, con cui pervennero ad esse 
i matematici francesi. Poi passeremo agli inglesi e ai tedeschi senza 
più tornare all’Italia. Ché la grande produzione scientifica si inter- 
rompe, nel nostro paese, dopo la morte di Cavalieri e Torricelli; 
anche gli studi più astratti si avviano verso una rapida decadenza, 
rispecchiando in sé la crisi generale della nazione. 


7. 


Gli analisti francesi 


Bastano le poche notizie riferite nel capitolo 5 sulla storia ge- 
nerale della matematica nel Seicento, per farci comprendere quale 
posto di primo piano abbia occupato in tale secolo - e soprattutto 
nella sua prima metà - il gruppo dei matematici francesi. Vogliamo, 
nel presente capitolo, ritornare su alcuni di essi, e specialmente su 
Descartes, Fermat, Roberval, Pascal, studiandoli per quella parte 
delle loro ricerche che tocca più da vicino l’analisi infinitesimale. 

E opportuno premettere qualche brevissimo cenno sulla loro vita. 

Renato Descartes (Cartesio) nacque a La Haye il 31 marzo 1596 
da una famiglia di piccoli nobili della Turenna. Da ragazzo, fu edu- 
cato nel celebre collegio dei gesuiti che sorgeva a La Flèche; poi stu- 
diò giurisprudenza e medicina nell’università di Poitiers. Verso la 
fine del 1617 prese servizio, come molti giovani nobili del suo tem- 
po, in quella specie di accademia militare che era costituita dall’e- 
sercito di Maurizio di Orange in Olanda. Di qui passò in Germania, 
unendosi alle truppe che l’elettore di Baviera preparava contro gli 
insorti boemi; con queste trascorse l'inverno 1619-20 a Neuburg sul 
Danubio, ove ebbe (il 10 novembre) quella rivelazione scientifica di 
cui narra nella parte autobiografica del Discorso del metodo, rive- 
lazione che lo decise a dedicarsi interamente alla ricerca scientifi- 
co-filosofica. Dopo aver preso parte alla conquista di Praga e a una 
spedizione in Ungheria, ritornò in Francia e qui rimase alcuni anni 
attendendo all’amministrazione di certi beni che gli erano pervenu- 
ti in eredità. Nel 1624 compì un viaggio in Svizzera e in Italia, giun- 
gendo a Roma e a Firenze; però non conobbe personalmente Gali- 
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leo. Nel 1628 si ritirò in Olanda, ove poteva godere di una maggio- 
re libertà di pensiero che non in Francia. Nel 1649 si recò in Svezia, 
su invito della regina Cristina; ma non poté sopportare il rigido cli- 
ma di quel paese, e nel febbraio del 1650 morì. Nel 1667 le sue ossa 
vennero riportate in Francia. 

E stato senza dubbio uno dei massimi filosofi dell’umanità, e in- 
sieme grande fisico e matematico. Lasciò di sé una traccia possente 
in quello e nei secoli successivi. 

Pietro Fermat nacque il 20 agosto 1601 nei pressi di Montauban. 
Studiò scienze giuridiche a Tolosa, ove trascorse tutta la vita come 
magistrato, con la carica di consigliere al parlamento della città. 
Dedicò il tempo lasciatogli libero dalla professione a studiare i gran- 
di matematici dell’antichità, in ispecie Apollonio e Diofanto, e a 
compiere egli stesso nuove geniali ricerche. Fu in stretti rapporti 
con gli ambienti scientifici di Parigi, presso i quali godeva di grande 
stima. Nel 1637 ebbe un’animata polemica con Descartes; ma più 
tardi si riconciliò con lui per i buoni uffici interposti dal padre Mer- 
senne, che era amico di entrambi.! Pochi e brevi furono i lavori pub- 
blicati durante la vita; ma molti e preziosissimi i frammenti che 
lasciò in lettere e in carte diverse. Un primo volume di essi venne 
pubblicato nel 1679 da suo figlio; si ebbe poi un’edizione completa 
delle sue opere sulla fine dell'Ottocento a cura di Paul Tannery e di 
Charles Henry. Morì nel gennaio 1665 a Castres ove si era recato 
per doveri d’ufficio. 

Gilles Personne (Roberval) nacque nel 1602 a Roberval, nella 
Francia nord-occidentale, e dal paese natio assunse il nome con cui 
suol essere designato. Fu professore di matematica al Collège de 
France, e uno dei primi membri dell’ Académie des sciences. Carat- 
tere ambizioso e privo di serena oggettività, ebbe varie aspre polemi- 
che: con Cavalieri circa l'invenzione del metodo degli indivisibili, che 
Roberval attribuiva a se stesso, con Torricelli e con Descartes. Que- 
sti mostrò sempre di tenerlo in ben poca stima, considerandolo 


! Padre Marino Mersenne, dell’ordine dei minimi di San Francesco da Paola, era sta- 
to compagno di studi di Descartes nel collegio di La Flèche. Cultore serio, se pur non 
geniale, di matematica e di fisica, fu il centro e l’anima del gruppo scientifico-filosofico 
che fiorì in quel periodo a Parigi. Venne parecchie volte in Italia; tradusse in francese 
alcuni Dialoghi di Galileo; ebbe soprattutto il merito di raccogliere e diffondere notizie 
sui lavori scientifici che erano in gestazione presso i più insigni studiosi dell’epoca. 
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come il tipico rappresentante della cultura ufficiale, in contrapposi- 
zione alla vera cultura. Morì nel 1675. 

Blaise Pascal nacque a Clermont-Ferrand il 19 giugno 1623. Suo 
padre era un alto magistrato francese, cultore egli pure - come Fer- 
mat a cui era stretto da viva amicizia - di studi matematici e fisici. 
Gracile di salute, Blaise dimostrò fin da ragazzo una specialissima 
attitudine per gli studi matematici. Ma non sempre si occupò di essi; 
anzi ne rimase per lunghi periodi lontano, dedicando tutto il suo ar- 
dente ingegno a problemi religiosi. Verso i trent'anni, le sue condi- 
zioni di salute, che avevano cominciato a declinare in modo allar- 
mante, lo consigliarono ad abbandonare ogni specie di occupazione 
e gettarsi nella vita mondana. Evitata per puro caso una disgrazia 
che poteva essere mortale, interpretò questo fatto come un avverti- 
mento divino; si ritirò quindi dal mondo e si rinchiuse nell’abbazia 
di Port-Royal, celebre centro del movimento giansenista. Dopo es- 
sere stato in forte polemica contro la fisica cartesiana a proposito 
della possibilità del vuoto (Pascal aveva compiuto molti studi assai 
seri sulla celebre esperienza di Torricelli), ebbe la fortuna di incon- 
trarsi a lungo con Descartes, e, pur senza lasciarsi convertire alla sua 
fisica, ne subì profondamente l’influenza soprattutto dal punto di 
vista filosofico. Combatté i gesuiti nelle sue famose Lettres à un pro- 
vincial e nelle Pensées che sono dei veri capolavori anche dal punto 
di vista stilistico. Morì ancora giovane nel 1662. 

Dotato di una eccezionale intelligenza e di una squisita sensibi- 
lità, ma con un carattere pieno di stranezze, egli, più che tra i puri 
scienziati, va annoverato tra i pensatori nel largo senso della parola; 
e vi occupa senza dubbio un posto altissimo. Ancora oggi certe sue 
intuizioni rivelano aspetti di estrema modernità. 


Zi: 


Descartes non si è propriamente occupato di ricerche infinitesi- 
mali; ha dato tuttavia un contributo notevolissimo al loro sviluppo 
con la celebre invenzione della geometria analitica, dovuta a lui e a 
Fermat. 

Lo storico Pierre Duhem, di cui parlammo nel capitolo 5, ha pro- 
vato con serie documentazioni che il metodo dei grafici risale a Ni- 
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cola Oresme, uno dei più insigni matematici della scuola di Parigi 
del xrv secolo. Due secoli più tardi noi troviamo nelle opere di Viè- 
te l'applicazione sistematica dell’algebra alla geometria, che prelude 
assai da vicino alla geometria analitica. Ciò non diminuisce però in 
nulla l’originalità di Descartes e di Fermat; dimostra soltanto - cosa 
del resto ben naturale - che le loro invenzioni affondano le proprie 
robuste radici in tutto il complesso delle speculazioni e ricerche dei 
secoli precedenti. 

Su di un altro argomento mi sembra più utile fermare l’attenzio- 
ne del lettore: sul significato totalmente diverso che l’invenzione 
della geometria analitica ebbe per Descartes e per Fermat. Per que- 
st’ultimo essa costituiva solamente un metodo, sia pure molto co- 
modo ed elegante, onde dare forma algebrica ai problemi geometri- 
ci; costituiva cioè il naturale coronamento di una lunga catena di 
tentativi compiuti a questo medesimo scopo, catena che si può far 
risalire fino ad Apollonio.? Per Descartes invece la geometria anali- 
tica rappresentava l’inizio di una scienza nuova, la conseguenza di 
un profondo rivolgimento di tutta la filosofia. Sebbene oggi si ten- 
da, ovviamente, a rimanere nella più semplice interpretazione fer- 
matiana, è doveroso riconoscere tuttavia che, da un punto di vista 
storico, fu l’interpretazione di Descartes la più importante. Fu essa 
infatti che riuscì ad attrarre sul nuovo metodo l’attenzione dei mas- 
simi spiriti dell’epoca, a creare intorno ad esso quell’interesse gene- 
rale, quei dibattiti, quelle stesse polemiche, che tanto giovarono al 
successivo sviluppo della scienza. 

E noto come Descartes pubblicò il compendio delle sue scoperte 
geometriche: come uno dei tre saggi (il terzo, dopo la Diottrica e le 
Meteore) che servono a illustrare quanto venne spiegato nel Discorso 
del metodo. (La prima edizione del Discorso, insieme con i tre saggi, 
è di Leida; e data dal 1637). 

Il fatto, di ovvia osservazione ai tempi di Descartes, della grande 
diversità dei procedimenti in uso nelle ricerche scientifiche, costi- 
tuiva ai suoi occhi una prova evidente della debolezza di tutto l’edi- 
ficio della scienza. Per porvi un riparo, occorreva scoprire un fon- 
damento assoluto, superiore a qualsiasi dubbio, da cui derivare i 


2 La memoria, ove Fermat espone la sua invenzione, si intitola Ad /ocos planos et soli- 
dos isagoge e fu scritta prima del 1637. 
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principi della matematica e della fisica (è noto che Descartes ritene- 
va insufficiente la fisica di Galileo proprio perché non aveva deter- 
minato con chiarezza questi principi).' 

La geometria analitica riuscirebbe, secondo il Nostro, a risolvere 
il problema nell’ambito della matematica. Essa infatti riporta tutta 
la matematica alla quantità, e questa per Descartes «non è più, come 
presso Euclide, una determinazione ricavata per astrazione dall’os- 
servazione degli oggetti; la scienza della quantità non è più parago- 
nabile a una scienza naturale. La nozione di quantità è puramente 
intellettiva; essa si stabilisce a priori per mezzo della sola capacità 
che lo spirito possiede, di condurre e proseguire all’infinito lunghe 
catene di ragionamenti» (L. Brunschvicg). La nozione di quantità è, 
come tutte le nozioni prime e assolute della scienza, fornita in se 
stessa di una perfetta evidenza; anzi è tale, da riuscire a trasmette- 
re questa evidenza alle innumerevoli proposizioni particolari rica- 
vabili da essa. 

Il metodo della geometria analitica è un procedimento di tipo 
nuovo rispetto a quelli euclidei, perché si può uniformemente appli- 
care a tutti i problemi geometrici. Esso è in grado di scindere le idee 
più complesse, riducendole agli elementi ultimi che le compongono; 
e può eliminare perciò dal grande edificio della matematica ogni 
ambiguità, ogni oscurità, ogni sia pur minimo dubbio. 

L’opposizione tra Descartes e Fermat è dunque l’opposizione tra 
«l’opera di un metodico, che procede da una concezione universale 
della scienza», e quella di un tecnico «un tecnico che al medesimo 
tempo è un erudito, il quale riprende e approfondisce i procedimen- 
ti praticati prima di lui per portarli al loro più alto punto di elegan- 
za e di semplicità» (L. Brunschvicg). É il contrasto tra una menta- 
lità essenzialmente metafisica diversa da quella aristotelica, e una 
mentalità pratica, rivolta alla trattazione del caso particolare. 

Vedremo ripetersi una analoga opposizione tra la mentalità meta- 
fisica di Leibniz e quella scientifico-tecnica di Newton. 


3 Su tale punto vedi F. Enriques, Causalità e determinismo nella filosofia e nella storia 
della scienza, Atlantica, Roma 1946. 
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3. 


Dopo quanto spiegammo nel paragrafo precedente, è ben com- 
prensibile che Descartes provasse una intima diffidenza per le ricer- 
che non perfettamente rigorose sul tipo di quelle di Kepler, di Cava- 
lieri, di Torricelli. Scrive il Bloch, che è l’idea stessa di continuità a 
non trovare posto, per il suo carattere confuso, nel perfetto sistema 
razionale delle verità chiare e distinte di Descartes; a restare fatal- 
mente fuori dagli interessi del Nostro. 

Il contrario doveva accadere per Fermat. Con l’abile fiuto del 
tecnico egli scansa le troppo vaste generalizzazioni; egli sa tenere 
distinti l’uno dall’altro i vari problemi e applicare a ciascuno di essi 
il «suo» metodo; né trova alcunché di strano nel fatto che questi 
metodi risultino diversi tra loro per struttura, per rigore e per inti- 
ma evidenza. Essenziale è per lui solo una cosa: saper adattare bene 
questi metodi caso per caso, e farli rendere al massimo con ingegno- 
si accorgimenti. 

Basterà qualche esempio per mostrare quanto sottili, quanto ge- 
niali siano stati, in effetto, gli accorgimenti cui Fermat ha saputo 
fare ricorso per raggiungere lo scopo desiderato. 

Dalla corrispondenza tra Fermat e Roberval del 1636 risulta che 
Roberval sapeva allora quadrare, nell’intervallo 0 — 4, la parabola 
cubica y = x? e Fermat la parabola y = x” con x intero qualsiasi. Pare 
certo che il loro metodo prendesse le mosse dalla seguente doppia 
diseguaglianza: 

nt1 


n+1 


che ricorda le diseguaglianze analoghe dimostrate da Archimede per 
n=len=2.4 

L’area proposta si calcola subito dalla [1], tenendo conto che, per 
evidenti ragioni geometriche, essa è compresa tra i seguenti valori 


>1+2"+...+(m2-1)”, [1] 





1"+2"+...+m"> 


4 Lo studente, che desideri dimostrare la [1], farà bene a prendere le mosse delle for- 
mule (dimostrate negli esercizi di analisi algebrica) per il calcolo delle somme delle poten- 
ze n-esime dei primi x o dei primi (x — 1) numeri naturali. 
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(approssimati per difetto e per eccesso): 
mi) tetta )] 
m |\m mn 70) 
ala) +) 
mm |\m . mn 


È chiaro però che questo metodo non risulta estendibile al caso 
di n frazionario. Ebbene: è proprio nella trattazione di questo nuo- 
vo problema che si rivela tutto l’acume di Fermat. (Ciascuno vedrà 
subito quanto esso sia diverso, e più chiaro, del metodo seguito da 
Torricelli per raggiungere il medesimo scopo. Si ricordi il cenno da 
noi riferito nel capitolo 6, paragrafo 7). 

Invece di suddividere l’intervallo di integrazione 0 — a in 72 inter- 
vallini tutti eguali (ciascuno di ampiezza 4/7 ) secondo lo schema 
classico di Archimede, l’ingegnoso artificio di Fermat consiste nel 
dividere l’intervallo 0 — 4 in segmentini che formano una progres- 
sione geometrica illimitata. 

Sia dunque data la parabola generalizzata 

p 
da, 
si segnino nell’intervallo 0 — 4 i punti di ascisse 


a, ar, ar... 


con r positivo < 1. Gli intervallini da essi determinati saranno: 
a(1—-?», ar(1-?7, ar?(1-—7) ecc. 


I rettangolini che, sommati tra loro, permettono di approssimare 
la superficie voluta, hanno pertanto l’area: 
p p_P pp 
a(1-r)-a%, ar(1-n)-a9-r7, ar'(1-n-a9r? ecc. 


La loro somma sarà dunque: 


(71) 

L41 xi 2541 

af (inf1+r +, \f +... [2] 
? Va osservato però che il lavoro ove Fermat espone questo suo ingegnoso calcolo è 

assai posteriore al lavoro di Torricelli; la redazione definitiva di esso data infatti dal 

1657, e cioè dieci anni dopo la morte dell’italiano. 
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Per calcolare l’area proposta, occorrerebbe nelle [2] far tendere 7 
a 1, cioè, secondo il linguaggio di Fermat, porvi = 1. Tutti vedono 
però a quali gravissimi inconvenienti si andrebbe incontro con que- 
sta sostituzione. Ebbene: qui di nuovo interviene un ingegnoso arti- 
ficio ideato da Fermat. Si ponga r= s?. La [2] si trasforma subito nel 
seguente modo: 


P 
al (1-59): {1+sP+9+0+9+...} 3] 
cioè: 
p P 2 wi 
p 2 _ +5+52+...+59? 
PAT, A + A I 
ja (1-5){1+5+...+sPt971} 


Eseguita la semplificazione, e posto s = 1, si ottiene finalmente il 
valore dell’area cercata 


E4] 
af 


Py] 
7 


Procedimento analogo può venire applicato per quadrare l’iper- 
bole, cioè per calcolare l’area che, in simboli moderni, si esprime col 


J 
Valli 3 
x 


A tale scopo basta segnare, come poco fa, sull’asse delle ascisse i 
punti in progressione geometrica 





x, xr, xr 


ove questa volta però è > 1; poi calcolare la somma delle aree dei 
rettangolini corrispondenti; infine far tendere r a 1. Come risultato 


si ottiene 
1 


(2 — 1)x? 7! 
ove è supposto essere 77 > 1. Se fosse #7 < 1, basterebbe scambiare 
fra loro i due assi e poi si tornerebbe a procedere come prima. 
L’eccezione si presenta allorché è #2 = 1, cioè quando si tratta di 
quadrare l’iperbole ordinaria. 
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Già alcuni anni prima, e cioè nel 1647, il gesuita belga Gregorio 
di San Vincenzo aveva notato che la quadratura dell’iperbole ordi- 
naria rinviava ai numeri logaritmici inventati da Napier. Nella me- 
moria che stiamo esaminando, Fermat riscopre e precisa questo ri- 
sultato. Segnati, come sopra, sull’asse delle ascisse i punti x, xr, 
xr°..., e calcolata l’area dei corrispondenti rettangolini, egli nota che 
il valore di quest'area non muta da un rettangolino all’altro. L’area 
complessiva A, racchiusa tra la curva, l’asse delle ascisse, e due paral- 
lele all'asse delle ordinate (tirate, l’una per un punto fisso, l’altra per 
un punto variabile sull’asse delle ascisse), godrà dunque di questa 
proprietà: mentre l’ascissa del punto variabile ora considerato varia 
in progressione geometrica, l’area A varia in progressione aritmeti- 
ca. E questa è per l'appunto la proprietà fondamentale dei logaritmi. 
Di qui a concludere che tale area vale log x, il passo era immediato; 
tuttavia Fermat non giunse mai a questa esplicita conclusione. 

Perché non vi giunse mai? La risposta ce la suggerisce lo Zeuthen 
con la sua solita chiarezza: in quegli anni «i logaritmi rappresenta- 
vano qualcosa di nuovo, mentre le iperboli qualcosa di molto antico 
e di ben conosciuto»; pareva quindi assurdo volere ricorrere ai loga- 
ritmi per determinare la quadratura dell’iperbole. Se mai, si preferiva 
procedere in senso inverso, e cioè fare uso dell’area A per calcolare 
i logaritmi. La cosa muterà completamente senso, allorché Mercator 
troverà una serie che ci fornisce direttamente (sia pure in modo 
approssimato) i valori dei logaritmi. Allora e solo allora si capirà che 
asserire quanto sopra accennato (cioè che l’area A vale logx) può ser- 
vire proprio a farci calcolare l’area A; cioè può considerarsi come 
soluzione matematicamente completa del problema di quadrare l’i- 
perbole. Ma la scoperta di Mercator data dal 1667. 


4. 


Una volta dimostrato con un esempio il carattere particolarmente 
ingegnoso dei procedimenti di Fermat non ci resta ora, che riferire 
molto sommariamente le più interessanti scoperte conseguite nel cam- 
po delle quadrature da Fermat e dagli altri analisti francesi dell’epoca. 

Una delle curve più studiate fu la cicloide, o roulette come la chia- 
mavano i matematici francesi. Il primo fu Roberval a calcolarne la 
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quadratura, ma, com'era sua abitudine, tenne segreti i propri ri- 
sultati; poi la studiò Torricelli che da solo riuscì a risolvere molti 
problemi concernenti tale curva; infine vi si dedicò, in alcune notti 
insonni per le sofferenze fisiche, Blaise Pascal. Egli scoperse in que- 
sta occasione alcuni teoremi senza dubbio molto interessanti; ma, 
invece di pubblicarli subito come oggi ci parrebbe più che naturale, 
pensò di farne un oggetto di pubblica disfida. (Ricorderò un parti- 
colare molto interessante dal lato psicologico: facendo gran chiasso 
intorno alle sue scoperte sulla cicloide, Pascal pensava di accrescere 
notevolmente la propria fama di grande scienziato; e quindi accre- 
scere indirettamente l’efficacia d’un’opera, che allora aveva in animo 
di scrivere sull’ateismo. Insomma era animato, anche in ciò, da tut- 
to un complicato insieme di preoccupazioni religiose). Per aumen- 
tare poi l'interesse di questa sfida, pubblicò una pretesa Histoîre de 
la roulette che era un vasto intreccio di menzogne e calunnie, prova 
quanto mai lampante della stranezza d’animo di chi la scrisse. Ne 
sorsero varie polemiche, accuse e controaccuse, che certo non gio- 
varono alla serietà della scienza.° Finalmente nel 1659 pubblicò la 
risposta ai problemi formulati nella sfida, sotto lo pseudonimo di 
Amos Dettonville. 

Altre curve, di cui si calcolò la quadratura, furono: la cissoide 
(Fermat), la concoide (Roberval), la foglia di Cartesio (Fermat) ecc. 
Insieme alle aree venivano abitualmente calcolati: volumi di rota- 
zione, baricentri di figure piane e solide ecc. Un problema di parti- 
colare difficoltà fu quello di rettificare altre curve oltre la circonfe- 
renza. Il primo a tentarlo è stato Guldino, calcolando la lunghezza 
di un arco della spirale di Archimede; il risultato raggiunto era falso, 
ma dimostrava che, salvo sviste banali come quella da lui compiuta, 
si era ormai in possesso dei mezzi tecnici sufficienti per risolvere il 
problema. Il più antico risultato esatto in questo campo di ricerche 
fu la rettificazione di un arco di spirale logaritmica, a opera di Tor- 
ricelli; seguirono lavori molto interessanti di Roberval, Fermat, Pa- 
scal, Huygens ecc. (Fermat per esempio riuscì a dimostrare che la 
rettificazione di una parabola ordinaria equivale, in fondo, a quel- 
la della quadratura di una iperbole ordinaria; risultato giusto, per- 


6 Peri particolari di questa singolare sfida, vedi l'esposizione che fa di essa il Loria nel 
vol. 2 della sua Storia dalle matematiche cit. 
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ché entrambi questi calcoli dipendono, come oggi è ben noto, da un 
integrale esprimibile con logaritmi). Si ebbero anche le prime deter- 
minazioni di aree di superfici curve; per esempio Fermat dimostrò 
che l’area di un segmento di conoide parabolico equivale a un cerchio 
di determinato raggio ecc. Insomma era un generale fiorire di moder- 
nissime ricerche, condotte con estrema abilità e il più delle volte con 
ottimi successi; ciò che ancora mancava era un algoritmo, che desse 
rigore e uniformità a tutti questi nuovi calcoli. 

Prima di passare al problema delle tangenti, che illustrerà sotto 
un altro aspetto la laboriosa nascita dell’analisi infinitesimale, voglio 
ancora esporre il mirabile processo con cui Fermat e Pascal giunse- 
ro - pur senza disporre del simbolo di integrale - alla dimostrazione 
di alcuni teoremi che oggi costituiscono le prime fondamentali rego- 
le di integrazione. 

Sia data la funzione y = f(x); e sia x = g(y) la funzione inversa che 
rappresenta la medesima curva. Supponiamo che questa curva in- 
contri l’asse delle x in un punto di ascissa 4 (e di ordinata ovvia- 
mente nulla), e incontri l’asse delle y in un punto di ordinata d (e di 
ascissa evidentemente nulla). L'area compresa fra i due assi e la cur- 
va si può, com’è naturale, esprimere con l’uno o l’altro dei due seg- 


menti integrali: 
b 


a 
fpdx= fxdy. [4] 
0 0 

La [4] non è altro, come ognuno vede, che un caso particolare del- 
la regola di integrazione per parti; per passare da questo caso alla 
regola generale, sarebbe stato necessario conoscere con esattezza il 
concetto di differenziazione, ciò che superava lo stato della cultura 
matematica di quei tempi. Fermat non riuscì quindi, né poteva riu- 
scire, a compiere questa completa generalizzazione; riuscì tuttavia a 
dimostrare la seguente formula che costituisce già un passo molto 
importante verso la regola finale: 


frrdeznfrrtad [5] 
0 0 


Se teniamo conto che tutte queste relazioni dovevano venire espres- 
se con lunghi e complicati discorsi di carattere geometrico, non pos- 
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siamo non riconoscere l’alto valore scientifico del risultato raggiun- 
to. E Fermat stesso ne dimostrò la grande fecondità, applicandolo a 
numerosi casi particolari di indubbio interesse. 

Ma Pascal seppe progredire ancora oltre, dimostrando una rego- 
la di calcolo che comprende in sé la [5], e che rivela una padronanza 
di concetti davvero sorprendente. Dato il suo interesse, credo op- 
portuno riportarla distesamente prima di abbandonare l’argomento 
(vedi Zeuthen 1902, p. 270). 

In che consiste il teorema della quadratura di Pascal? 

Usando i simboli moderni, possiamo così enunciarlo: siano y = f(x) 
e z= g(y) le equazioni di due curve, la prima delle quali congiunga i 
punti (0, 2) e (4, 0) come quella poco fa considerata da Fermat; allo- 
ra vale la seguente eguaglianza: 


[ady= (fb) [6] 
o \0 


0 
È chiaro che, ponendo z= y”71, la [6] diventa la [5]. 
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La dimostrazione di Pascal è di carattere stereometrico. Per ve- 
derla con chiarezza, disegniamo la curva y = f(x) nel piano xy e la 
curva 2 = g(y) nel piano yz. Siano A e B gli estremi della prima di 
esse, O e C quelli della seconda. 

Allora il prodotto zx rappresenta l’area del rettangolo (MNSP) 
tratteggiato in figura, area il cui valore è funzione dell’ordinata y del 
punto P. E chiaro che integrandolo rispetto a y da 0 a è si ottiene 
tutto il volume del solido chiuso fra le quattro facce (BCO), (BCA), 
(COA), (BOA). 

Ma questo volume si può ottenere anche in un altro modo. Con- 
sideriamo infatti il triangolo curvilineo (NSR); esso rappresenta la 
sezione del nostro solido con un piano perpendicolare all’asse delle 
ascisse; la sua area, che vale evidentemente 


y 


[24 


0 


è funzione dell’ascissa x del punto R. È chiaro dunque che integran- 
do questa funzione rispetto a x, da 0 ada, si ottiene di nuovo il volu- 
me cercato. 

Poiché la condizione (supposta in figura) che la curva z = g(7) 
parta proprio da O per raggiungere C, e non piuttosto da un altro 
punto dell’asse delle z, può venire soppressa senza alcun mutamen- 
to sostanziale della dimostrazione, ne concludiamo che la [6] è pro- 
vata in tutta la sua generalità. 


DE 


Mentre il calcolo integrale era già stato oggetto di ampi studi nel- 
l’antichità (con la ricerca di aree, volumi e baricentri), i problemi 
invece, che oggi vengono risolti con il calcolo differenziale, non era- 
no stati sottoposti ad alcuna trattazione sistematica generale. I 
grandi geometri greci avevano insegnato, sì, a costruire le tangenti 
ad alcune curve (al cerchio, alle coniche, alla spirale d’ Archimede), 
ma queste costruzioni erano tutte basate su artifici particolari, facen- 
ti appello a qualche proprietà specifica della curva presa in conside- 
razione. Anche la ricerca dei massimi e minimi era stata toccata solo 
di passaggio da Archimede, da Apollonio e da Pappo. 
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Fu l'invenzione della geometria analitica che permise ai matema- 
tici del Seicento di impostare il problema delle tangenti in tutta la 
sua generalità; anzi, che li portò naturalmente a questa impostazio- 
ne generale. 

Descartes fu il primo a pubblicare, nella sua Geometria del 1637, 
un metodo assai importante per la costruzione delle tangenti, appli- 
cabile a tutte le curve algebriche (egli considerava non geometriche 
le curve che oggi noi chiamiamo trascendenti). Poche righe baste- 
ranno a spiegarlo. 

Si debba condurre la tangente alla curva F(x, y) = 0, nel punto 
M(x;, y;) che sta su di essa. Invece di cercare direttamente la tan- 
gente, Descartes determina la normale, supponendo che la curva sia 
tagliata nel punto M e in un punto vicino M' da un cerchio avente il 
centro sull’asse delle ascisse. Sia v l’ascissa (indeterminata) di que- 
sto centro V; l'equazione del cerchio sarà: 


(V-x+y°=(v—-x))}?+yî. 


Eliminando x o y tra questa e l’equazione della curva F(x, y)= 0, 
si ottiene una nuova equazione che sarà per esempio f(x, v) = 0. Si 
tratta ora di giocare sulla indeterminazione di v (il metodo rimase 
nella scienza col nome di «metodo dei coefficienti indeterminati») 
per fare in modo che la f(x, v) = 0 abbia due radici eguali a x}; cioè 
che i due punti di intersezione M e M' vengano a coincidere, sicché 
il cerchio risulti tangente in M alla curva assegnata. Allora la nor- 
male alla curva sarà il raggio MV. 

Nel 1649 il matematico olandese Francesco van Schooten, nel 
suo Commentario alla geometria di Descartes, raggiunse una forte 
semplificazione del metodo ora esposto sostituendo al cerchio una 
retta, cui si doveva imporre che due delle sue intersezioni con la cur- 
va data venissero a cadere in M. Dieci anni più tardi un altro olan- 
dese, Giovanni Hudde, portò ulteriori perfezionamenti, sbarazzan- 
do anzitutto l'equazione della curva dai radicali e ponendola in 
forma canonica; poi determinando le condizioni generali cui deve 
soddisfare una equazione algebrica 


RM Ag 0 
per avere due o più radici coincidenti. In questa determinazione 


Hudde giunse a formare nuovi polinomi, i quali non sono altro che 
le derivate successive del primo membro dell’equazione considerata. 
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Descartes fece varie applicazioni del suo metodo, ottenendo risul- 
tati di grande interesse matematico. Osservò pure che il concetto 
fondamentale di esso risultava estendibile dal piano allo spazio po- 
tendo in tal modo servire anche allo studio delle linee gobbe. Senon- 
ché, come osserva il Loria, « nella foga del vantare la potenza di siffat- 
te considerazioni egli si lasciò trascinare ad affermare erroneamente 
che per costruire le normali alle curve gobbe basta sapere fare altret- 
tanto riguardo alle loro proiezioni ortogonali su due piani, mostran- 
do così di ignorare due circostanze essenziali; cioè che una curva 
gobba ammette in un punto non una, ma infinite normali, e che la 
proiezione ortogonale di un angolo retto in generale non è un ango- 
lo della stessa specie ».” 


6. 


Allorché nel 1637 Descartes pubblicò la sua Geometria, Fermat 
era già arrivato per proprio conto a costruire un metodo generale 
per la determinazione delle tangenti. 

Letta la grande opera di Descartes, il dotto giudice di Tolosa volle 
far conoscere anche il proprio metodo, e ne scrisse pertanto a Descar- 
tes, a Roberval e ad altri geometri di Parigi. La memoria, di poche 
pagine, inviata a Descartes per tramite di padre Mersenne (memo- 
ria che pervenne al destinatario nel gennaio 1638) portava il titolo 
Methodus ad disquirendam maximam et minimam ed era suddivisa in 
due parti: la prima rivolta a spiegare il metodo per la determinazio- 
ne dei massimi e minimi; la seconda a ricondurre a questo metodo 
anche la «inventionem tangentium ad data puncta in lineis quibu- 
scumque curvis». Fermat però, in questa seconda parte, si limita a 
provare la veridicità del suo asserto con un esempio particolare (la 
parabola); e poi conclude con molta sicurezza «nec umquam fallit 
methodus» senza scendere a ulteriori dimostrazioni. 

Descartes non ne rimase molto persuaso; anzi, considerò il meto- 
do di Fermat come un semplice espediente basato sulla meno solida 
delle regole logiche (la regola di falsa posizione) — e infatti per poter 
dimostrare il suo asserto Fermat, nella seconda parte della citata 


? Storia delle matematiche cit., vol. 2, p. 319. 
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memoria, supponeva già costruita la tangente alla parabola -, come 
una via insomma che conduceva allo scopo voluto, più per caso che 
non per ragioni chiare ed evidenti. 

Ne nacque l’aspra contesa, cui accennammo nel paragrafo 1, alla 
quale parteciparono pure Roberval, Pascal e altri studiosi dell’epo- 
ca; contesa resa più profonda perché nel frattempo era scoppiata tra 
i due medesimi autori una non meno grave polemica a proposito del- 
la Diottrica. Solo il tatto di padre Mersenne, amico comune di De- 
scartes e Fermat, riuscì a evitare che essa trascendesse ad argomen- 
tazioni prettamente personali ed extrascientifiche. 

Noi non intendiamo qui soffermarci ulteriormente su tale polemi- 
ca; ma passeremo subito a esporre il punto sostanziale del metodo 
dei massimi e minimi e il punto sostanziale del metodo delle tan- 
genti, quali risultarono dai vari chiarimenti e dalle successive deter- 
minazioni che ne diede Fermat, sia nello sforzo di raggiungere le 
applicazioni che aveva in mente, sia per rispondere alle vivaci obie- 
zioni del suo avversario. 

Il metodo dei massimi e minimi di Fermat è puramente aritmeti- 
co, e si fonda sopra una osservazione di Pappo, ripresa poi da Ore- 
sme e da Kepler. Questa osservazione, espressa in termini moderni, 
dice che una funzione nell’intorno di un valore x che la rende mas- 
sima o minima, risulta stazionaria; cioè che l’incremento della fun- 
zione f(x + 5) — f(x) è, in tali punti, un infinitesimo di ordine supe- 
riore rispetto a È. 

Fermat è il primo che usa un particolare simbolo algebrico, E, per 
denotare l’incremento dell’ascissa; cioè per quell’incremento che 
oggi noi siamo soliti denotare con È. 

Sia f(x) la funzione che vogliamo rendere massima o minima. Cal- 
coliamo - dice Fermat - il valore della funzione in x + E. Ciò fatto, 
stabiliamo una «adeguaglianza» fra i due valori così ottenuti. «Id 
comparo... tamquam essent aequalia, licet revera aequalia non sint, 
et hujusmodi comparationem vocavi adaequalitatem». Nei due mem- 
bri di questa adeguaglianza eseguo tutte le semplificazioni possibili, 
poi faccio E= 0, e risolvo l'equazione rimasta. Le sue radici mi dan- 
no i valori di x per cui la funzione è massima o minima. 

Fermat stesso illustra la sua regola con il seguente esempio. Si vo- 
glia dividere un segmento dato è in due parti, tali che il loro prodot- 
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to sia massimo. Chiamata x una di queste parti, la funzione da ren- 
dersi massima sarà: 


x(b— x) [7] 


Ebbene, procediamo come si è detto, ponendo x + E in luogo di x. 
La [7] diventa: 


(x+E)(6b-x-E)=xb-x2—2xE+Eb-E?. [8] 


Stabilendo fra la [7] e la [8] l’adeguaglianza, di cui parla la rego- 
la, otterremo: 


xb—x2=xb—x°—2xE+Eb—E?. 


Eseguite tutte le semplificazioni, e poi fatto E= 0, si ottiene l’e- 


quazione: 
2x= db 


che, risolta, ci dà il valore x = 2/2, che rende massimo il prodotto 
considerato. 

Naturalmente questa regola, nella formulazione da noi esposta, 
era ancora incompleta, non riuscendo a distinguere fra le radici otte- 
nute, quelle che sono massimi o minimi e quelle che non sono né 
massimi né minimi. «Ma - osserva il Loria - un documento che risa- 
le alla primavera del 1643 mostra che tale indispensabile comple- 
mento fu dato da Fermat mediante una considerazione equivalente 
all’esame del segno della seconda derivata». 

Per costruire la tangente, Fermat cerca il valore della sottotangen- 
te S,. Egli comincia a considerare la secante ottenuta congiungendo 
il punto M di ascissa x con il punto N di ascissa x + E. 


N 
) 
I 






f 
I 
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Da una semplice considerazione dei triangoli (OMR) (MNP) si 


ricava: 
__ f(x-E 
OR= Fa E) Jo): a) 


Ma è chiaro che la sottotangente 5, si ottiene da QR, allorché a 
poco a poco si accorcia È, e poi lo si annulla. 

Qui di nuovo, come già nell’adeguaglianza invocata per trovare i 
massimi e minimi, l’accorgimento fondamentale sta nel non porre 
subito E = 0, ma: primza eseguire le semplificazioni possibili, e so/- 
tanto dopo porre E= 0. In altri termini: prima dividere numeratore 
e denominatore per E, e poi, soltanto dopo, annullare questa E. 
Così procedendo la [9] diventa: 


n fx) 
Sa f(x + E) — f(x) Do 
E 


di cui ciascuno vede la perfetta analogia con la ben nota formula che 
ci dà la sottotangente 


_ f®) 
* fa) 

Vedremo nel capitolo 9, parlando di Leibniz, l’importanza che 
avrà il triangolo (MNP). Qui basti osservare che, se è indubbiamen- 
te vero che Fermat giunse per primo a prendere in considerazione il 
celebre rapporto incrementale 


fx +E)-f(x) 
E , 





è pur vero però che egli non si elevò mai al concetto di derivata come 
limite di questo rapporto. In pratica egli sapeva calcolare la deriva- 
ta di x”, per tutti i valori di 7, positivi e negativi, interi e frazionari; 
e ne sapeva fare molte interessanti applicazioni; ma il concetto di de- 
rivata, come quello di limite, stava ancora fuori delle sue cognizioni. 
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7. 


Non è possibile, per evidenti ragioni di spazio, scendere a tutte le 
ricerche particolari, di Fermat e di altri matematici dell’epoca, rivol- 
te a sviluppare e applicare le nozioni da noi riferite nel paragrafo 6. 
Non possiamo per esempio fermarci a descrivere i sottili artifici, da 
lui introdotti per applicare il suo metodo anche a funzioni conte- 
nenti delle irrazionalità; né a esporre un altro metodo, completa- 
mente diverso da quello di Cartesio e da quello di Fermat, ideato 
proprio in quegli anni da Torricelli e da Roberval per la costruzione 
delle tangenti. (Esso consiste nel considerare la curva come genera- 
ta da un punto mobile fornito di due movimenti; in tale ipotesi si 
dimostra che la risultante delle due velocità componenti dà la dire- 
zione della tangente). Voglia il lettore supplire a queste deficienze, 
per mezzo dei grandi trattati di storia delle matematiche indicati nel 
paragrafo 4 del capitolo 5. 

Ci limiteremo a trarre alcune conclusioni: le molteplici scoperte 
riferite nel presente capitolo, dimostrano che le ricerche infinitesi- 
mali avevano ormai raggiunto un grado di alta maturità verso il 
1650-60. «In effetti - come osserva molto bene il Tannery - nel mo- 
mento in cui Newton e Leibniz cominciarono a occuparsi di mate- 
matica, si può dire che un metodo infinitesimale era già stato costitui- 
to, nel senso che i principali geometri si erano abituati a maneggiare 
gli infinitamente piccoli (almeno quelli del primo ordine), sia come 
elementi di somma, sia come elementi di rapporti. Per il primo caso 
(quadrature), essi possedevano, nel processo di riduzione all’assur- 
do imitato dagli antichi, un metodo di dimostrazione rigoroso fon- 
dato implicitamente sulla nozione di limite. Per il secondo caso 
(problema delle tangenti), la teoria non era stata così approfondita; 
ma i procedimenti di calcolo avevano ricevuto, nell’un caso come 
nell’altro, ampi sviluppi e bastavano in realtà per la soluzione dei 
problemi posti fino allora». Ciò che ancora mancava era l’unifor- 
mità dei simboli: «ogni geometra aveva le sue notazioni particolari 
e le sue abbreviazioni, che il più delle volte riservava per sé». Man- 
cava inoltre una visione generale dei problemi che, pur senza soddi- 
sfare in modo completo (come intendiamo noi moderni) le esigenze 
del rigore, fosse però in grado di elevare almeno un primo argine 
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dinanzi ai velenosi attacchi mossi da tante parti contro i procedi- 
menti infinitesimali, dinanzi ai sarcasmi del filosofo atomista Pier- 
re Gassendi che accusava di sistematica «vanità» tutte le «pretese» 
dimostrazioni fondate sugli indivisibili, dinanzi agli aspri giudizi del 
dottissimo Pietro Bayle o del cavaliere de Méré. 

«Io vi affermo - scriveva quest’ultimo a Pascal - che allorquan- 
do entra sia pur poco di infinito in una questione, questa questione 
diventa inesplicabile, perché lo spirito si intorbida e si confonde. Di 
modo che si raggiunge la verità meglio con il sentimento naturale 
che con le dimostrazioni». E Pascal, che pur abbiamo visto essere 
uno dei più geniali analisti del tempo, rimaneva disarmato di fronte 
a queste parole, si proclamava vinto dalle obiezioni, riconosceva 
l’insuperabilità della crisi. Anzi: la rivestiva del suo fervido senti- 
mento religioso, e vedeva in essa una prova particolare di quella 
grande crisi, finito-infinito, che secondo lui starebbe alla base della 
concezione cristiana.? 

E chiaro che non era possibile fermarsi a questo punto di incertez- 
za, senza compromettere tutto lo sviluppo delle future ricerche. Oc- 
correva salire a un livello superiore della scienza e della filosofia, 
capace di garantire insieme: una certa uniformità e generalità ai 
metodi di calcolo, una certa solidità razionale ai concetti di infinito 
e di infinitesimo. 

È precisamente questo il compito, che verrà assolto dai grandi 
matematici degli ultimi decenni del secolo. 


8 Vedi L. Brunschvicg, Les étapes de la philosophie mathématique, Alcan, Paris 1929, 
pp. 167 sgg. 


8. 


Gli analisti inglesi. Newton 


Il quadro generale - che cercammo di delineare nei capitoli prece- 
denti - dello stato raggiunto in Europa dalle ricerche infinitesimali 
verso il 1650-60 presenta ancora una grave lacuna; da esso manca 
infatti ogni accenno ai procedimenti numerici e agli sviluppi in se- 
rie, che pur ebbero tanta importanza nella storia dell’analisi. Ne 
diremo ora qualcosa parlando della scuola inglese: la scuola che, più di 
tutte le altre dell’epoca, si occupò di questo argomento. 

Il più insigne degli analisti inglesi, precedenti Newton, fu, com’è 
noto, Giovanni Wallis (1616-1703). Oltreché di matematica, egli si 
occupò a lungo anche di studi teologici, e prese parte alla vita politi- 
ca. Malgrado il suo atteggiamento favorevole alla causa monarchica, 
fu nominato dal Cromwell professore di geometria all’università 
di Oxford nel 1649. Morto il Cromwell, ottenne nel 1661 la carica di 
cappellano di corte. 

Fu in corrispondenza con i maggiori matematici dell’epoca; par- 
tecipò alle più celebri sfide matematiche; fu uno dei fondatori della 
Società reale di Londra. 

La sua opera più importante è del 1655 e porta il titolo di Arithrze- 
tica infinitorum; in essa sono visibili le tracce dell’influenza eserci- 
tata su Wallis da Cavalieri e da Torricelli. Altre pubblicazioni note- 
voli: il Comzzercium epistolicum del 1658, lo scritto De cicloyde del 
1659, un trattato di meccanica del 1670, e uno di algebra del 1685. 

Ciò che qui maggiormente ci interessa di mettere in luce sulla sua 
opera di analista, è il carattere aritmetico delle dimostrazioni e la 
disinvoltura con cui, nelle medesime, egli si vale dell’induzione. E 


II14 CAPITOLO OTTAVO 


intendiamoci bene, non della induzione completa, ma di una vera 
e propria induzione sperimentale: «facto enim experimento, patebit...» 
E questa che permette a Wallis di elevarsi a certe generalizzazioni 
vaste e ardite delle più importanti formule, quando in realtà le ha 
dimostrate solo per qualche caso particolare; va però osservato, a suo 
merito, che queste generalizzazioni sono per lo più giuste, anche se le 
dimostrazioni risultano da un punto di vista logico assai deficienti. 


a 
Vediamo per esempio come calcola l’ Î x dx. 


0 
Si cominci a prendere come valore approssimato di esso un ret- 
tangolo avente per base 4 e per altezza la media aritmetica dei valo- 
ri di x? nei due estremi dell’intervallo; si otterrà: 


0+1 1 bio 
. P. ni de 3 — — 
a°*d 2 (7) 7 ?13+4} 


Volendo ottenere una maggiore approssimazione, basterà pren- 
dere come altezza la media aritmetica dei tre valori assunti da x? nei 
due estremi e nel punto di mezzo dell’intervallo; si otterrà: 





1 
Mg _ ; 5 a 1 1 
daga 4 
3 12 3° 12 


Se si considera la media dei quattro valori assunti da x? nei punti 


—e NBA. HR : 
di ascissa, 0, 34344 il risultato è: 


vst) 


G59 14 11 
aa — T_— = a}. — = aq — + |. 
4 36 3 18 
Osservando che il fattore chiuso tra parentesi differisce da 1/3 
per valori via via decrescenti, ne deduciamo che: se si spinge al limi- 
te la nostra approssimazione, si otterrà 
a 
1 
Î x de =a— 
3 
0 
in accordo con il risultato ottenuto, per vie diverse, dagli altri 
analisti. L’idea di limite appare evidentissima nella successione 


Lab bg ELE 
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In modo analogo Wallis dimostra che è: 





P 3 41 
x dx =a 4 
infine ne deduce, per induzione, che dovrà essere: 
al +1 
J x da= TT [1] 


Più notevole ancora è 7 procedimento con cui Wallis estende la 
formula anzidetta al caso dell’esponente frazionario. 

Sia 6 l’ordinata del punto della curva y = x”, che ha per ascissa 4. 
E cioè sia 6 = a”. È chiaro che la curva stessa divide il rettangolo di 


base a e altezza è in due parti, la cui area vale rispettivamente { ydx 
b 1 


e fady. Tenuto conto che è y= x”, ex = y”, se ne deduce: 














0 5 1 ad n+1 n 
È Cee i pre MP [2] 
ovverossia: ; 
b 1 VAI 
fydy= o [3] 
0 ei] 


formula che è, ovviamente, una prima estensione della [1]. 

Con una «interpolazione», cioè con un ragionamento basato sul- 
la analogia, Wallis ricava infine che una formula analoga varrà per 
l'esponente frazionario qualunque p/q. 


2. 


Il più celebre risultato della Arithwetica infinitorum è la nota for- 
mula (passata ai posteri col nome di «formula di Wallis») che ci for- 
nisce uno sviluppo di x in prodotto di infiniti fattori. 

Wallis parte dall’equazione della circonferenza di raggio 1/2 e 
avente il centro nel punto (1/2, 0): 


y=+Vx-%; 
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e cerca di calcolare l’area del mezzo cerchio racchiuso fra la metà 
superiore di questa circonferenza e l’asse delle x. 

Ne ricava una eguaglianza che, in simboli moderni, si può scrive- 
re così: 


1 
2 
Il problema resta ora di calcolare l'integrale a secondo membro. 
Se l’esponente di (x — x?) fosse intero, il valore dell’integrale 


sarebbe subito conosciuto. Si ha infatti: 
1 1 


: L 
== [4] 
0 








fede = fe rdtaa=t 
0 i 0 
1 4 
[a-#Pd=734:5) 
e in generale: 
rn. 1 (0° 
IL, Wien DI 


Purtroppo, però, l’esponente di (x — x°) nell’integrale a secondo 
membro della [4] è frazionario; sarà dunque indispensabile se vo- 
gliamo applicare la [5] al calcolo di questo integrale, estendere anzi- 
tutto la definizione del simbolo fattoriale anche al caso di # frazio- 


nario. 
Questa estensione viene compiuta da Wallis interpolando le note 
formule che ci danno il valore di: 


+ g)! 
Pigi [6] 
per pe gq interi. In base alla sua interpolazione, egli ottiene vari 
risultati, e tra l’altro la seguente doppia disuguaglianza: 


Lidi 

SA 

5:5...(2n-1)(2n- 1) da (3 3) - 
‘4:4-6...(2n-2)2n 2a-1 (3)-(3) 





3 
2 


3-3...(2n-1)(2n-1) /2a+1 
2:4...(2n-2)-2n 2n 





[7] 
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Dopo tutti questi passi preliminari, si sente finalmente in grado 
di applicare la [5] anche al calcolo dell’integrale a secondo membro 
della [4] e ottiene: 


CIOÈ: 


Pil PREC [8] 


Dalla [8], tenuto conto della [7] e del fatto che, nella [7], entram- 
be le radici tendono a 1 col crescere di 7, Wallis ricava finalmente la 
formula cui accennammo all’inizio del paragrafo: 


O LEO LI ATA 


mr 2:4:4:6:6:8-8-10...° 

Non abbiamo potuto, per evidenti ragioni di spazio, riferire tut- 
to il ragionamento del grande geometra di Oxford (chi voglia mag- 
giori particolari può trovarli nell’opera più volte citata di Zeuthen); 
bastano tuttavia questi pochi cenni a darci un’idea abbastanza chia- 
ra del suo modo di procedere, fondato tutto su abili estensioni di 
significato, su analogie ecc., che rivelano in lui un notevolissimo 
intuito matematico, capace di integrare brillantemente le gravi defi- 
cienze di rigore. 

E inutile dire che l’influenza della Arithmzetica infinitorum fu enor- 
me. Malgrado le sue deficienze logiche, essa riusciva a mettere in 
chiaro la funzione centrale compiuta - nel nuovo calcolo — dal con- 
cetto di limite, e faceva intravedere i grandi risultati raggiungibili 
attraverso questo concetto. Senza dubbio occorrerà ancora molto 
tempo prima che esso divenga un concetto scientificamente rigoro- 
so; ma d’ora in poi i matematici si abitueranno a parlarne in forma 
sempre più esplicita, acquisteranno una crescente familiarità con 
esso, impareranno che proprio su questo concetto si fonda in realtà 
tutta l’analisi. 
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3. 


Assai notevoli furono i progressi compiuti dai matematici inglesi 
contemporanei o immediatamente posteriori a Wallis, negli studi 
delle operazioni infinite (prodotti di infiniti fattori, somme di infi- 
niti addendi ecc.). Basti citare i nomi di Lord William Brouncker 
(1620-1684), di James Gregory (1638-1675), di Niccolò Mercator (na- 
tivo dell’Holstein, ma vissuto a lungo in Inghilterra e membro della 
Società reale di Londra). Il più profondo tra essi fu Lord Brouncker, 
al quale si devono interessanti precisazioni sulla proprietà fonda- 
mentale delle serie che oggi chiamiamo «convergenza», precisazio- 
ni cui non si può non riconoscere ancora oggi un certo carattere di 
modernità e di rigore. Ma noi non ci fermeremo su di loro, perché ci 
preme giungere a Newton che nei medesimi anni compiva studi di 
gran lunga più esaurienti sul medesimo argomento. 

Tutt’al più ricorderemo la serie di Mercator, che sviluppa in som- 
ma di infinite potenze la funzione logaritmica. Con essa Mercator 
fornì un nuovo metodo per calcolare i logaritmi, e soprattutto con- 
corse notevolmente a persuadere gli studiosi del suo secolo a rico- 
noscere piena cittadinanza matematica ai nuovi tipi di numeri. 





Il punto di partenza di Mercator fu la funzione della quale 


ing 
era già noto in quegli anni lo sviluppo in serie di potenze, ottenuto 


dividendo il numeratore per il denominatore: 


sii cla a Lu 
= 1lox+x-x3+... [9] 


L’idea originale di Mercator è consistita nell'osservare che la fun- 





zione y = rappresenta, salvo una traslazione di assi, l’equazio- 
> > 


l+tx 
ne dell’iperbole ordinaria. Dunque - egli prosegue - integrata tra un 
limite fisso e uno variabile essa ci darà, secondo il risultato già noto a 
Gregorio di San Vincenzo e a Fermat, il log(1+ x). Ma allora si inte- 
grino fra i medesimi limiti tuttii termini della serie 1—x+x7—x?+..., 
e si otterrà subito: 


SO 
log(l+x)=x- T+T7 gt [10] 


cioè si otterrà lo sviluppo cercato di log(1+ x). 


GLI ANALISTI INGLESI. NEWTON 119 


È inutile ricordare che in Mercator manca completamente ogni 
nozione di raggio di convergenza, e quindi egli usa la [10] anche per 
valori di x maggiori in valore assoluto di 1. Fu Wallis ad accorgersi 
dell’errore, e a correggerlo; anche qui però in base a una acuta intui- 
zione più che a un rigoroso ragionamento. 


4. 


Altro matematico, contemporaneo dei precedenti, che ha segnato 
un’orma importante nella scuola degli analisti inglesi fu Isaac Bar- 
row (1630-1677), il maestro di Newton. 

Il suo nome è legato al teorema di inversione, cioè - come già si è 
detto parlando di Torricelli - a quel teorema che costituisce il vero 
inizio del calcolo infinitesimale moderno,.l’anello di congiunzione 
tra le due branche: del calcolo delle aree e della determinazione del- 
le tangenti. 

Barrow dedica al problema delle tangenti la sua opera fondamen- 
tale Lectiones opticae et geometricae pubblicata nel 1669-70. Il pun- 
to base di essa è il triangolo caratteristico, costituito da una porzione 
infinitamente piccola di tangente, e da porzioni infinitamente pic- 
cole delle parallele all’asse delle ascisse e all'asse delle ordinate. Bar- 
row riesce a cogliere molto bene la similitudine che esiste tra questo 
triangolo infinitesimo e il triangolo finito, formato dalla sottotan- 
gente, dalla tangente e dalla parallela all'asse delle ordinate passan- 
ti nel punto preso in esame; si serve poi di essa per calcolare la sot- 
totangente, che gli permette di costruire la tangente voluta. 

La maggior parte dell’opera è dedicata allo studio di una trasfor- 
mazione di curve, che, espressa in termini moderni, può venire così 
spiegata: 
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la curva S e la curva o sono tali che, presi due punti qualunque A e 
C di esse aventi la stessa ascissa, l’ordinata AB del primo moltipli- 
cata per una opportuna costante f vale l’area racchiusa tra l’altra 
curva 0, l’asse delle ascisse e l’ordinata del punto C. Detta y l’ordi- 


nata (variabile) di A, e v quella di C, si deve dunque avere: 


py= J vdx. 
0 
Barrow dimostra che la sottotangente BT = S, deve risultare così de- 
terminata: 


BA DE 
S,= p* BC? 


Approfondendo le relazioni fra le due curve, egli ricava (in via, però, 
assai indiretta e con una terminologia quanto mai oscura) certe rego- 
le, che sono quelle oggi ben note di derivazione di una somma, di un 
prodotto ecc., e, cosa più importante, il teorema di inversione. 

L’oscurità dell’esposizione si trova aggravata dal fatto che Barrow 
non parla mai, esplicitamente, di derivata, mentre fa ad essa conti- 
nuo riferimento. Solo nell’appendice alla decima lezione accenna a 
un «metodo per determinare tangenti col calcolo» metodo che con- 
fessa di avere «usato con frequenza». È il calcolo delle derivate, in- 
torno a cui però non scende in molti particolari, perché non sa con 
esattezza che valore esso abbia. Si è deciso a far parola di questo cal- 
colo, non tanto perché gli attribuisca un valore fondamentale nell’a- 
nalisi, quanto per accondiscendere al consiglio di un amico. Questo 
amico vedeva effettivamente assai più lontano di Barrow; compren- 
deva assai meglio di lui la profonda struttura del problema. Egli era 
Isacco Newton. 


di 


Isacco Newton nacque nel villaggio di Woolsthorpe della contea 
di Lincoln il giorno di Natale del 1642. Suo padre, un modesto pro- 
prietario di campagna, era morto prima della nascita di Isacco; la 
madre si risposò dopo tre anni, e affidò il bimbo alle cure della non- 
na. Raggiunti i dodici anni, fu inviato a scuola nella piccola città di 
Grantham, ove subito si distinse per la vivacità dell’ingegno e la dol- 
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cezza del carattere. Nel 1656 la madre, rimasta vedova una seconda 
volta, tentò di fargli interrompere gli studi per avviarlo a occuparsi 
delle proprietà ereditate dal padre; si accorse però che le sue attitu- 
dini erano ben altre. Quindi lo rinviò a Grantham perché comple- 
tasse gli studi onde poter entrare in qualche università. 

Nel giugno 1661 fece il suo ingresso nel Trinity College di Cam- 
bridge, ove iniziò i suoi studi matematici sotto la direzione di Barrow. 
Appunto per consiglio di Barrow intraprese lo studio dell’Ottica di 
Kepler; non poté però proseguire, trovandosi di fronte a sviluppi 
analitici superiori alle sue conoscenze. Allora si rivolse a Euclide, 
che gli parve tuttavia di non grandissimo valore; poi a Descartes e ai 
matematici della sua generazione; infine a Wallis, che più di tutti 
esercitò su di lui una indelebile influenza. 

Parallelamente agli studi matematici, si dedicò pure a osservazio- 
ni astronomiche e a esperienze di fisica e di chimica. 

Nel gennaio 1665 conseguì il primo dei gradi accademici dell’e- 
poca. Subito dopo dovette abbandonare Cambridge, per sfuggire a 
una grave epidemia di peste, e si ritirò nei suoi possedimenti nella 
contea di Lincoln. Cessato il terribile flagello, tornò a Cambridge 
ove conseguì nel 1667 e nel 1668 gli altri gradi accademici. 

Fu nel biennio 1665-67, durante il forzato ritiro in campagna, che 
poté concentrarsi al massimo negli studi matematici, e fece le sue 
principali invenzioni. Risale a quel periodo un importantissimo ma- 
noscritto di Newton, in cui si trovano esposti: il teorema del bino- 
mio per un esponente qualunque, molti sviluppi in serie, le prime 
formule del calcolo flussionale. Ancora a questo periodo risale la 
scoperta dei principi fondamentali della teoria della gravitazione. 

Nel 1669 sottopose i suoi manoscritti a Barrow, l’ultimo dei qua- 
li - redatto nella forma suggeritagli da Barrow stesso - avrebbe do- 
vuto venire pubblicato in quell’anno o nel successivo. Invece uscì 
solo nel 1736, postumo. Non vi ha dubbio, comunque, che le sue 
prime scoperte raggiunsero fin da allora una notevole diffusione. 

Nell’ottobre 1669 Barrow, compreso l’altissimo valore del pro- 
prio discepolo e amico, decise di rinunciare alla cattedra in favore di 
lui, e passò agli studi di teologia. Così Newton fu eletto professore lu- 
casiano,! carica che mantenne per oltre venti anni. 


! Questo nome deriva da Enrico Lucas, il munifico signore che, morendo, destinò i 
propri beni a istituire una cattedra di matematica nell'università di Cambridge. 


122 CAPITOLO OTTAVO 


I primi anni di insegnamento furono dedicati all’ottica; fu du- 
rante essi che Newton scoprì la scomposizione per rifrazione della 
luce bianca, e ideò la sua famosa teoria corpuscolare della luce. Di 
tali ricerche diede notizia nel 1672 alla Società reale di Londra, del- 
la quale era divenuto membro l’anno precedente. Questa memoria 
suscitò grandi polemiche, che dispiacquero molto al suo autore, e lo 
persuasero sempre più a tenersi riservatissimo nella comunicazione 
delle proprie scoperte. I risultati di questi studi vennero poi raccol- 
ti e sistemati nella celebre Ottica del 1704. 

Dal 1672 al 1683 Newton dedicò molti corsi ad argomenti mate- 
matici, specie allo studio dell’algebra e della teoria delle equazioni, 
oltreché all’applicazione di esse a svariati problemi. L’essenza di tali 
lezioni venne raccolta nell’opera Aritbmetica universalis, scritta da 
qualche allievo e pubblicata nel 1707. 

In seguito tornò a studiare la gravitazione universale, e nel 1685 
presentò sull'argomento alla Società reale la sua celeberrima me- 
moria De motu, pubblicata due anni dopo, sotto veste più ampia, 
con il titolo Philosophiae naturalis principia mathematica .? 

Nel 1676 tenne una corrispondenza, sia pure indiretta, con Leib- 
niz; su di essa però preferiamo per ora non fermarci, dato che ne 
parleremo a lungo nel capitolo 9. 

Nel 1689-90 fu eletto rappresentante dell’università di Cam- 
bridge al parlamento, e qui mostrò di saper difendere con energica 
fermezza i diritti della libertà religiosa. 

Nel 1695 ebbe la nomina a ispettore della Zecca di Londra per 
una radicale riforma del sistema monetario; quattro anni dopo vi 
divenne direttore generale. Perciò nel 1701 si dimise dalla carica di 
professore universitario. 

Nel 1699 fu eletto membro dell’ Accademia delle scienze di Parigi; 
nel 1703 presidente della Società reale di Londra; nel 1705 fu crea- 
to baronetto. In questi anni ebbe termine la sua attività scientifica. 

Morto nel 1727, venne seppellito con tutti gli onori possibili nel- 
l’abbazia di Westminster; sulla sua tomba stanno scritti i celebri versi: 


Sibi gratulentur mortales tale tantumque extitisse 
Humani generis decus. 


2 L’opera, in tre libri, ebbe altre due edizioni durante la vita di Newton: una nel 1713, 
l’altra nel 1726. Di essa esiste una buona traduzione italiana (incompleta però) a cura di 
Enriques e Forti (Stock, Roma 1925). 
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Ecco i titoli e le date dei tre principali lavori di Newton che 
espongono le sue invenzioni nel campo dell’analisi infinitesimale: 
Analysis per aequationes numero terminorum infinitas, scritta nel 
1669 ma pubblicata solo nel 1711; Methodus fluxionum et serierum 
infinitarum, scritto esso pure nel 1669, ma rimasto inedito fino al 
1736; Tractatus de quadratura curvarum, i cui primi appunti risalgo- 
no al 1665-66. Terminata la definitiva redazione nel 1676 esso ven- 
ne poi pubblicato nel 1704 come seconda appendice dell’Ottica? (la 
prima, dal titolo Enumeratio linearum tertii ordinis esponeva invece 
la base della teoria generale delle curve algebriche). 

Si hanno poi due lettere di Newton a Wallis, datate dal 1692, in 
cui Newton riassume e sintetizza le linee fondamentali del calcolo 
delle flussioni. Un anno dopo, Wallis le rese pubbliche inserendole 
nel secondo volume delle proprie opere. Egli si proponeva, in que- 
sto modo, di fornire una indiscutibile prova del fondamentale con- 
tributo dato da Newton ai nuovi meravigliosi progressi dell’analisi, 
contributo che taluno pareva voler dimenticare avvalendosi del fat- 
to che Newton nulla aveva pubblicato al riguardo. 

Va infine menzionata la memoria Methodus differentialis del 1711, 
che espone tra l’altro la celebre formula, oggi nota sotto il nome di 
«formula di interpolazione di Newton». 


6. 


Abbiamo detto nel paragrafo 4, che Barrow non aveva capito a 
fondo il valore scientifico del calcolo delle derivate. Dobbiamo 
aggiungere tuttavia che egli fece compiere, malgrado ciò, a questo 
calcolo alcuni progressi assai notevoli (valendosi, con tutta probabi- 
lità, dei suggerimenti del suo grande discepolo). Mentre Fermat ave- 
va preso in diretta considerazione solo l’incremento E della variabi- 
le indipendente x e calcolato in funzione di E l'incremento della f(x) 
da rendersi massima o minima (vedi cap. 7, $ 6), supponendo con 
ciò che la f(x) fosse funzione esplicita di x, Barrow i invece prese in 
diretta considerazione contemporaneamente i due incrementi della 


3 Se ne veda la traduzione, a opera di E. Carruccio, in appendice al volume di Castel- 
nuovo, Le origini del calcolo infinitesimale cit. 
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variabile x e della variabile y, supposte legate tra loro da una qual- 
siasi equazione algebrica. Tenuto conto poi della similitudine fra il 
triangolo caratteristico infinitamente piccolo e il triangolo finito - 
formato dalla sottotangente, dalla tangente e dell’ordinata nel pun- 
to preso in esame - egli riuscì a dimostrare come si possa senza dif- 
ficoltà calcolare la sottotangente alla curva per mezzo dei due incre- 
menti considerati. 

Illustriamo la cosa con un esempio. 

Si voglia la sottotangente S, di un punto della curva 


x+y)=73. (11] 


Detti con Barrow a ed e i due incrementi della variabile x e della y, 
sostituiamo nella [10] x + 4 a x, e y + e a y; poi sopprimiamo 1 termi- 
ni con potenze superiori di 4 e di e. Otterremo: 


x +3xa+y)+3ye=r3, [12] 
equazione che, tenuto conto della [11], si riduce alla seguente: 
3x°a+3y°e=0. 


Basta ora ricordare la similitudine su riferita fra il triangolo ret- 
tangolo infinitamente piccolo di cateti 4 ed e, e il triangolo finito di 
cateti S, e y, per concluderne 


3x2 S,+3y°-y=0, 
donde si ricava infine 


s=-5 (13) 


Il metodo ora spiegato cessa di valere se le variabili non sono se- 
parabili; però il matematico belga Renato de Sluse (1622-1685) non 
ebbe difficoltà a scoprire che, anche per questi casi, sussiste una 
regola analoga a quella di Barrow (egli ne fece oggetto di una comu- 
nicazione alla Società reale di Londra nel 1672). 

Abbiamo richiamato questi risultati conseguiti da Barrow per il- 
lustrare, su di essi, la diversa posizione di Barrow e di Newton. 

Barrow comprese perfettamente che per giungere alla [13] parten- 
do dalla [11] non è necessario ripetere ogni volta tutti i passaggi 
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algebrici da noi riportati; in altri termini: comprese che esistono del- 
le regole generali (che oggi noi chiamiamo regole di derivazione) per 
giungere immediatamente al risultato. Però, diversamente da New- 
ton, non intuì il grande valore che esse avrebbero avuto sul futuro 
sviluppo dell’analisi. Si servì praticamente di tali regole, ma - come 
già riferimmo - disse egli stesso che non ne avrebbe fatto parola se 
non fosse stato per aderire al consiglio di Newton. 

Come non comprese la portata scientifica delle regole di derivazio- 
ne (che gli parevano uno dei tanti metodi allora in uso per la deter- 
minazione delle tangenti), così afferrò male l'enorme importanza 
del teorema di inversione. In fondo, dal suo punto di vista non ave- 
va torto; ché, per intuire il vero valore di questi risultati, bisognava 
avere in mente - come ebbe Newton - non solo la loro immediata 
applicazione ai problemi geometrici considerati da Barrow, ma la 
loro vastissima applicabilità a tutti i campi della scienza. 

H.G. Zeuthen così illustra la diversa posizione di Barrow e di 
Newton rispetto al teorema di inversione: «Il significato radicale 
che le regole di derivazione, accuratamente sviluppate, presero nei 
lavori di Newton, dipende anzitutto dalla applicazione completa- 
mente nuova che egli per primo fece del carattere inverso, formula- 
to da Barrow, delle operazioni di derivazione e di integrazione. Bar- 
row vide in ciò soltanto un mezzo, per risolvere i problemi inversi 
delle tangenti con le quadrature, che erano allora meglio conosciu- 
te. Per Newton invece è la differenziazione l’operazione semplice, 
che si lascia compiere in generale con regole ben determinate; e i 
risultati così raggiunti fruttano subito una lunga serie di quadratu- 
re, che comprende tanto le quadrature già conosciute, quanto un 
vasto insieme di nuove quadrature». 


7, 


Ma prima di spiegare con qualche ampiezza la forma assunta, nel- 
l’opera di Newton, dal calcolo delle derivate, occorre premettere 
qualche cenno sopra i suoi lavori intorno agli sviluppi in serie. 

Ricollegandosi a Wallis, e prima ancora che uscissero sull’argo- 
mento i lavori di Mercator e di Gregory, Newton raggiunse in que- 
ste ricerche un punto elevatissimo, nettamente superiore a quello di 
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tutti i contemporanei. Tale punto si riassume in un teorema: quello 
che estende la formula del binomio (1 + x)” al caso di un esponente 
qualunque, positivo o negativo, intero o frazionario. 

La dimostrazione rigorosa di questo teorema in tutta la sua gene- 
ralità venne data solo assai più tardi, da Abel (nel x1x secolo); biso- 
gna riconoscere tuttavia, che Newton riuscì a provarne la validità in 
un largo numero di casi particolari, procedendo complessivamente 
in modo assai più cauto che Wallis. 

E vero che egli non si pose mai, in generale, il problema della con- 
vergenza delle serie trovate (non studiò quindi la formula più oppor- 
tuna da darsi al resto); e, se talvolta mostrò di preoccuparsi della 
convergenza, fu solo per apprezzarne il grado (indagando quale, fra 
due serie, converga più rapidamente), non per chiedersi se essa abbia 
o non abbia luogo. Ma ciò si spiega, secondo il Bloch, col fatto che 
Newton concepì sempre tutta la sua ricerca non come una indagine 
matematica pura, bensì come una ricerca analitica aderente ai fatti 
naturali cui deve applicarsi. Le serie che lo scienziato incontra nello 
studio matematico dei problemi fisici non possono - secondo New- 
ton — non convergere; soltanto problemi fittizi potrebbero dar luo- 
go a serie divergenti. Se nella pratica un problema reale conduce a 
una serie che non converge, ciò può dipendere soltanto dal fatto che 
il problema venne male impostato: si cerchi di rielaborarlo meglio, 
restando più aderenti alla realtà fisica, e la serie trovata cesserà di 
essere divergente. 

Dalla serie binomiale Newton ricavò un gran numero di applica- 
zioni; per non dilungarci troppo, ne ricorderemo una sola. Si svilup- 

1 


pi in serie la funzione (1— x?) “; otterremo: 


1 x 1:3 x 1:3-:5 x6 
=1+ 2-31 Coptas [14] 


PA RAS, + Seti 
VI 2 DI -DE 
La [14], integrata termine a termine, ci dà lo sviluppo dell’arco- 
seno (Newton non usa questo termine ma parla di «lunghezza del- 
l’arco di cerchio di raggio 1, compreso fra i punti di ascissa 0 e ascis- 
sa x»): 


+... [15] 
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Non è solo l’integrazione termine a termine che fa conseguire a 
Newton nuovi brillanti risultati, ma anche l’uso (già iniziato da De- 
scartes, qui però applicato in casi molto più generali) dei coefficien- 
ti indeterminati, e di altri ingegnosi artifizi. 

Certo è che egli riesce, in molti esempi, a passare da una serie di 
potenze assegnata 


y=ataxta,x+... 
a una serie, per così dire, inversa, esprimente la x per mezzo della y: 
x=bo+tbyy+byy +... 


Prova, insomma, con varie abilissime considerazioni che le serie 
di potenze costituiscono nella matematica moderna uno degli stru- 
menti fondamentali di indagine. 

«Per Descartes - osserva il Castelnuovo - y dipendeva geometri- 
camente dalla x, solo quando si poteva calcolare il valore di y me- 
diante effettive operazioni algebriche (razionali o con estrazioni di 
radici)». Sappiamo però che ciò non poteva accadere in generale per 
curve di ordine superiore al quarto, e tanto meno per la funzione loga- 
ritmica, le funzioni circolari ecc. Ebbene, prosegue il Castelnuovo, 
«le serie di potenze, riguardate come estensioni di polinomi, dava- 
no proprio il modo di rappresentare e calcolare nuove funzioni non 
accolte fino allora nell’analisi». Con i nuovi sviluppi in serie, scoper- 
ti da Newton, il campo dell’analisi riceveva quindi un notevolissimo 
ampliamento; la matematica del Seicento si procurava finalmente il 
materiale di lavoro che era in quel momento indispensabile per le 
sue ricerche, materiale che —- come vedremo - doveva poi risultare 
sufficiente per molto tempo: fino al x1x secolo, cioè fino all’inizio 
della cosiddetta teoria delle funzioni di variabile reale. E, insieme, 
gli analisti si procuravano un potentissimo strumento di calcolo, 
perché - come è noto - la più difficile funzione, una volta sviluppa- 
ta in serie di potenze, diventa subito (entro il campo di convergen- 
za della serie) derivabile e integrabile termine a termine con la mas- 
sima facilità. 
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8. 


Sarebbe erroneo cercare nei lavori di Newton una definizione ri- 
gorosamente esatta del termine «flussione » come le analoghe defini- 
zioni che si trovano nei testi moderni di analisi. Va osservato, del resto, 
che questo termine viene usato solo in alcune sue opere (per esempio 
nell’opera De quadratura curvarum) e non in altre (per esempio nella 
Analysis per aequationes numero terminorum infinitas); nei Principia 
poi, Newton bandisce nel modo più completo il termine e anche il 
concetto di flussione, perché ha timore, se si servisse di esso, di com- 
promettere l'accettazione delle sue fondamentali scoperte di mec- 
canica in vasti ambienti scientifici. 

Molto giuste pertanto mi sembrano le seguenti parole di Zeuthen: 
«la esatta definizione delle flussioni risiede nella regola per la loro 
formazione; e questa regola è la medesima, che Newton aveva enun- 
ciata alla fine della Axalysis per aequationes infinitas pur senza usare 
il nome di flussione e i simboli corrispondenti». Su questa regola, 
dunque, anche noi dovremo qui fermarci in modo particolare. 

Due parole tuttavia possono venir spese per una introduzione ge- 
nerica del concetto. Newton prende le mosse dalla constatazione 
che «le linee vengono descritte non mediante addizione di parti, ma 
per moto continuo di punti; le superficie per moto di linee; i solidi per 
moto di superficie; gli angoli per rotazione dei loro lati; i tempi 
per flusso continuo»; e osserva che le quantità così generate varia- 
no, in tempi eguali, di più o meno a seconda della maggiore o mino- 
re velocità con cui ciascuna di esse cresce. Di qui l’importanza fon- 
damentale di questa «velocità di accrescimento». 

Orbene è proprio a tali «velocità di accrescimento» che Newton 
attribuisce il nome di «flussioni», mentre chiama «fluenti» le quan- 
tità generate dai moti continui cui sopra accennammo. Non si tratta 
— come già abbiamo detto - di definizioni molto precise; ma ciò che 
le rende interessanti sarà la regola per il loro calcolo, e il vasto com- 
plesso delle loro interessantissime applicazioni. 

«Le flussioni - scrive Newton - si possono considerare con ap- 
prossimazione arbitrariamente grande come gli incrementi delle 
fluenti, generati durante intervalli di tempo eguali, piccoli a piace- 
re». Per essere più precisi: moltiplicando la flussione di una variabi- 
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le x per uno di questi intervallini di tempo - che Newton indica con 
O — si ottiene l'incremento effettivamente conseguito dalla x (infat- 
ti: la velocità moltiplicata per il tempo ci dà lo spazio). Ma questo 
incremento non interessa in sé, nel suo valore assoluto, bensì nel suo 
rapporto con gli analoghi incrementi di altre variabili y, z... ; ora, 
facendo il rapporto di questi incrementi (in quanto Newton suppo- 
ne che gli intervallini di tempo o siano tutti eguali fra loro) si ottiene 
proprio il rapporto delle flussioni. Sono dunque esse, ed esse sole, 
l'oggetto fondamentale del nuovo calcolo. 

Siano date diverse fluenti x, y, z..., tutte funzioni del medesimo 
parametro ? (tempo convenzionale): a ogni valore del tempo, corri- 
sponderà un valore per ciascuna di dette fluenti, e corrisponderà 
pure un valore delle rispettive flussioni, che Newton denota con i 
simboli: 

x, 9, Z 

Il primo problema di Newton è di calcolare il valore di queste 
flussioni (o, più esattamente, il loro reciproco rapporto) quando si 
sappia che le fluenti sono legate l’una all’altra da certe equazioni 
algebriche. (È palese l'analogia con il problema di Barrow da noi ac- 
cennato nel paragrafo 6). 

Vediamo su due esempi la soluzione da lui trovata. 

Sia data un’equazione razionale intera fra più fluenti, per esempio: 


x — xy + aîz— 6} = 0; [16] 


in tale ipotesi Newton ci suggerisce la seguente regola: «si moltipli- 
chi ogni termine dell’equazione per l'esponente di una delle fluenti 
contenute in quel termine, e nei singoli prodotti ottenuti si sostitui- 
sca la relativa flussione a uno dei fattori della potenza», si ripeta lo 
stesso procedimento per ciascuna delle fluenti, e allora «la somma di 
tutti questi prodotti con i loro segni sarà la nuova equazione... che 
definisce la relazione tra le flussioni x, 7...» 
Nel nostro esempio, si ottiene l'equazione 


3xx°— xy? — 2xy)+a°z=0, [17] 


che ci fornisce la relazione cercata tra x, 7, Z € x, y, 
È, come ognuno vede, la fondamentale regola di derivazione, oggi 
ben nota a qualunque studente del primo corso di analisi. 
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Vediamo il caso in cui nell'equazione considerata compaia qual- 
che irrazionalità. Per esempio: 


xi — xy + a Vax — y° — b3 = 0. [18] 


Newton ci insegna a girare l’ostacolo per mezzo di una sostitu- 
zione. Si ponga: 

AXT y = VA , 
donde si ottiene, col solito procedimento: 
. AT 2Y) 
== 19 

22 [19] 


Allora la [18] diventa: 
x — xy + az— 63 = 0, 


dalla quale, come già insegnammo, si passa subito alla [17]. Sostituen- 
do, entro di essa, in luogo di 2 il valore fornitoci dalla [19] si ottiene 


finalmente: 


aspre; [20] 
2Vax — y° 
equazione che ci dà la relazione, da noi cercata, tra le flussioni x e y 
e le rispettive fluenti. 

Per brevità non ci fermeremo a esemplificare gli innumerevoli pro- 
blemi matematici e fisici che si possono risolvere con le regole anzi- 
dette: tutto lo sviluppo posteriore dell’analisi è stata una prova con- 
tinua della loro meravigliosa fecondità. 


Di 


Se x, y, z... sono variabili al variare di /, lo stesso accadrà in ge- 
nerale delle loro flussioni x, ), Z...j e perciò noi potremo anche stu- 
diare le flussioni di queste flussioni, cioè le flussioni seconde €, }), 
z...; poi le flussioni terze, quarte, e così via. 

Inversamente, le variabili x, y, z... si potranno a loro volta consi- 
derare come flussioni di altre fluenti, che si indicheranno con x, 7, 
Z...; e queste pure come flussioni di X, ), Z..., e così via. 
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Se ne conclude che: da una qualsiasi fluente si può ricavare tutta 
una serie illimitata di altre fluenti, ciascuna delle quali è la flussione 
di quella che la precede: 

e KR 

Osservato poi, con Newton, «che una quantità qualsiasi di que- 
ste successioni si può considerare come area di una figura curvilinea 
di cui la quantità seguente a quella considerata è l’ordinata in un 
sistema di assi ortogonali», se ne ricava, in tutta la sua ampiezza, il 
principio di inversione. 

Va però notato che, mentre la flussione è perfettamente determi- 
nata quando è data la fluente, non altrettanto accade nel problema 
inverso; e infatti: «ogni fluente ottenuta a partire dalla flussione 
prima può essere aumentata o diminuita di una quantità costante; la 
fluente cui si risale partendo dalla flussione seconda può essere 
aumentata o diminuita di una quantità qualsiasi di cui la flussione 
seconda è nulla; e così via all’infinito» (Newton). E, come ognuno 
vede, il principio fondamentale dell’integrazione. 

Nel paragrafo 8 abbiamo illustrato con qualche esempio le regole 
con cui Newton ci insegna a passare, da una equazione sulle fluenti, 
a una sulle flussioni; molto più difficile è il problema inverso, di pas- 
sare da una equazione sulle flussioni a una sulle sole fluenti (cioè di 
integrare un’equazione differenziale). Qui il nostro autore non può 
più darci regole generali, di semplice e uniforme applicazione. Rie- 
sce però a risolvere non pochi di tali problemi, avvalendosi soprattut- 
to degli sviluppi in serie e del metodo dei coefficienti indeterminati. 

Come è noto, alcuni problemi siffatti costituiscono la chiave del- 
la sua meccanica; e una gran parte dei Principia è proprio rivolta alla 
integrazione di equazioni differenziali più o meno complesse. Ricor- 
dando quanto abbiamo accennato nel paragrafo 8 (e cioè che i Prin- 
cipia non fanno parola di fluenti o di flussioni), qualcuno chiederà: 
è ammissibile che, nell’integrazione di queste equazioni, Newton 
non si sia valso in alcun modo del potentissimo strumento che egli 
stesso aveva creato col calcolo delle flussioni? 

La risposta ci è data dal medesimo Nevwton, il quale scrive in una 
lettera a un amico, che proprio col metodo delle flussioni egli riuscì 
a scoprire i principali teoremi dei suoi Principia. (Se poi non si valse 
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di tale metodo nell’esposizione, sappiamo già il perché). Non biso- 
gna credere tuttavia che Newton si sia valso di esso, come farebbe 
un matematico di oggi il quale, prima, studia l’analisi e poi applica i 
teoremi studiati alla meccanica. In lui il modo di procedere era tut- 
to diverso: le sue ricerche analitiche e meccaniche si sviluppavano e 
progredivano insieme, convalidandosi a vicenda con la meravigliosa 
ricchezza dei loro risultati. 

E ovvio perciò che, se anche il linguaggio usato nei Principia non 
fa parola di fluenti e di flussioni (cioè di quella che fu la forma più 
caratteristica dell’analisi infinitesimale newtoniana), quest'opera 
resta tuttavia un capolavoro, non soltanto di meccanica, ma proprio 
di analisi. Le stesse ragioni di prudenza che, per evitare diffidenze 
in certi ambienti scientifici dell’epoca, indussero Newton a non far 
cenno nei Principia al metodo delle flussioni, lo persuasero pure a 
non servirsi in tale opera della geometria analitica cartesiana; non 
poterono evitare però che l’opera risultasse tutta pervasa da consi- 
derazioni di carattere infinitesimale (queste sono infatti l’anima, la 
sostanza, della meccanica di Newton; anzi la parte più caratteristi- 
ca, più nuova, di essa). E se l’aver dovuto evitare, per prudenza, il 
linguaggio nuovo del calcolo flussionale e della geometria analitica 
ebbe per effetto un generale appesantimento dell’opera, non biso- 
gna credere, però, che ciò sia venuto a danno del rigore o della mo- 
dernità delle dimostrazioni. Al contrario: la determinazione delle 
idee di limite, di velocità ultima, di quantità evanescente ecc., è 
svolta lì con una chiarezza intuitiva e una finezza logica davvero 
sorprendenti, non minori certo che in qualunque altra opera del 
Nostro. 

Le pagine dei Principia dedicate a queste spiegazioni mi sembra- 
no così belle e così significative, che credo utile riportarne qui un 
brano abbastanza lungo, e porlo a conclusione di quanto ho riferito 
del pensiero matematico di Newton. 

«Si può obiettare che l’ultimo rapporto di due quantità evane- 
scenti è nullo - il metodo usato nei Prizcipia suol chiamarsi appun- 
to «metodo dei primi e ultimi rapporti» - perché, prima che esse 
svaniscano il loro rapporto non è l’ultimo, e allorché sono svanite 
non ne hanno più alcuno... Ma è facile rispondere: ... l’ultimo rap- 
porto delle quantità evanescenti viene inteso come il rapporto di 
dette quantità non già prima che siano svanite, e nemmeno dopo, 
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ma nell’istante stesso in cui svaniscono. Parimenti il primo rappor- 
to delle quantità nascenti è il rapporto di tali quantità al momento 
stesso in cui esse nascono... 

Si potrà ancora obiettare che, se è dato l’ultimo rapporto di due 
quantità evanescenti, saranno anche date le ultime grandezze di tali 
quantità; così che ogni quantità risulterebbe composta di indivisi- 
bili, al contrario di ciò che Euclide ha dimostrato circa gli incom- 
mensurabili... Ma questa obiezione si basa su di una falsa ipotesi: /e 
ultime ragioni che hanno fra di loro quantità evanescenti, ron sono 
le ragioni delle ultime quantità o di certe quantità determinate e indi- 
visibili, ma sono i limiti a cui si avvicinano le ragioni delle quantità 
infinitesime decrescenti...» 

(Mi sono permesso di sottolineare alcune delle espressioni più in- 
teressanti, che caratterizzano particolarmente bene il forte progres- 
so compiuto dall’analisi infinitesimale, nei cinquant’anni che vanno 
da Cavalieri a Newton). 


>: 


Leibniz e i suoi continuatori 


Mentre con Kepler la scienza tedesca aveva raggiunto un altissi- 
mo livello, tra Kepler e Leibniz troviamo invece una lacuna di pa- 
recchi decenni nei quali la Germania resta completamente estranea 
al generale fervore di ricerche di cui abbiamo dato notizia nei capi- 
toli precedenti. La causa più plausibile di questa grave lacuna è lo 
stato di enorme miseria prodottasi in quel grande paese a causa del- 
la guerra dei trent'anni. Leibniz riporterà la scienza tedesca a un 
posto di primo piano nella cultura europea; ricollegandola però, non 
tanto alle sue più vecchie tradizioni nazionali, quanto ai recenti svi- 
luppi raggiunti dalla scienza nel resto dell'Europa e soprattutto in 
Francia. 

Goffredo Guglielmo Leibniz nacque a Lipsia il 21 giugno 1646 
da una famiglia di giuristi; suo padre era professore di morale e di 
giurisprudenza in quella città; anche il nonno materno era stato pro- 
fessore di diritto. Morto il padre, mentre egli era ancora fanciullo, 
Leibniz intraprese di propria iniziativa la carriera degli studi; fin da 
giovanissimo si abituò a trascorrere gran parte del suo tempo nella 
biblioteca paterna, leggendo tutto ciò che gli sembrava importante, 
superando da sé le difficoltà di lingua e di contenuto che incontrava 
nelle proprie letture, rivelando fin da allora quella universalità di 
interessi culturali cui non venne meno in tutta la sua vita. Né studiò 
soltanto gli autori più recenti, ma approfondì molto anche il pensie- 
ro medievale, e rivisse interamente nel proprio animo il contrasto 
fra le due culture: tra la concezione teleologica degli scolastici e 
quella meccanicistica di marca cartesiana e spinoziana; né l’una né 
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l’altra, tuttavia, lo persuasero, ed egli cominciò da quei primi anni a 
perseguire l'ambizioso disegno di trovare una concezione nuova, 
capace di risolvere i difetti e le lacune delle due precedenti. 

Dal 1661 al 1664 studiò filosofia e giurisprudenza nell’università 
di Lipsia; rinunciò tuttavia, a causa di un affronto sofferto, a lau- 
rearsi in essa, e conseguì il titolo di dottore nell’università di Alt- 
dorf (1666). 

Abbandonata per sempre Lipsia, si trasferì dapprima a Norim- 
berga; poi ottenne un impiego nell’amministrazione dell’Elettorato 
di Magonza. Per alcuni anni si occupò prevalentemente di scienze 
giuridiche e di filosofia. 

Nel 1672 fu inviato a Parigi per una missione diplomatica alla 
corte di Luigi XIV, e vi rimase a lungo in qualità di addetto d’am- 
basciata. Qui conobbe Huygens! che lo orientò verso la ricerca ma- 
tematico-fisica. Per suo consiglio studiò Euclide, poi Descartes, e i 
matematici che si erano occupati di questioni infinitesimali, suben- 
do una particolare influenza dagli scritti di Pascal. Cominciò egli 
stesso a cimentarsi in problemi di analisi, escogitando nuovi metodi 
per tracciare le tangenti; fu in questo periodo che raggiunse chiara 
consapevolezza dell’intimo rapporto che lega i due grandi problemi: 
della quadratura delle curve, e della determinazione delle tangenti. 

Nel 1673 fu inviato in missione politica a Londra, ove si fermò 
alcuni mesi, stringendo rapporti di viva amicizia con Enrico Olden- 
burg, che era segretario della Società reale; appunto per appoggio 
dell’Oldenburg venne nominato membro di questa Società. Da lui 
ebbe notizia che Newton aveva pochi anni prima condotto a termi- 
ne importanti ricerche, rimaste però inedite, sui problemi infinite- 
simali, e poté rispondere che egli pure era giunto per proprio conto 
a notevoli risultati in questo campo di indagini. Non conobbe per- 
sonalmente Newton. 

Tornato a Parigi, ove ebbe modo di intensificare i rapporti con i 
migliori rappresentanti della cultura francese, continuò a occuparsi 
alacremente di questioni matematiche. In particolare, attraverso 


1 L’olandese Cristiano Huygens (1629-1695) fu uno dei più celebri fisici del Seicen- 
to; sono ben noti i suoi studi di ottica e la sua applicazione del pendolo all’orologio, oltre- 
ché le sue scoperte astronomiche. Subì profonda, da giovane, l’influenza di Descartes e 
dell'ambiente scientifico francese. Fu pure insigne cultore di matematica, ove si distinse 
per i notevoli contributi portati al calcolo delle quadrature e al calcolo di mt. 
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l’Oldenburg e attraverso il matematico Walter von Tschirnhaus 
(1651-1708) che era amico suo e di Newton, cercò di avere notizie 
intorno alle scoperte di Newton di cui aveva udito parlare con tan- 
ta ammirazione nel suo breve soggiorno a Londra. Nel 1849 C.I. 
Gerhardt, celebre studioso di Leibniz ed editore di molte sue lette- 
re, ha scoperto un manoscritto di Leibniz contenente brani di ope- 
re di Newton, con alcune note sulla traduzione in termini differen- 
ziali dei risultati esposti con altro linguaggio da Newton; a quando 
risale questo manoscritto? Al 1675, allorché Newton aveva manda- 
to a Tschirnhaus la sua memoria Analysis per aequationes infinitas; o 
al 1676, quando Leibniz studiò la questione delle serie infinite per 
mezzo delle lettere di Newton fornitegli dall’Oldenburg; o addirit- 
tura al 1704 allorché egli ebbe tra le mani una copia stampata del- 
l’Ottica? Il problema è molto importante perché proprio dal 1675 è 
datato un manoscritto di Leibniz contenente il suo primo saggio sul 
calcolo differenziale.? 

Essendo morto nel 1673 l’elettore di Magonza, Leibniz venne 
chiamato al servizio di Giovanni Federico di Brunswick, duca di 
Hannover, con la carica di consigliere aulico e di bibliotecario; egli 
accettò, ma non si affrettò in alcun modo a prendere il proprio po- 
sto, anzi rimase ancora a Parigi fino all’ottobre del 1675. Poi compì 
un lungo viaggio, passando a Londra ove si incontrò con John Col- 
lins? che gli fece leggere vari scritti di Newton e di altri analisti in- 
glesi, e toccando l'Olanda ove si incontrò con Spinoza e ottenne di 
leggere la sua Ethica che girava manoscritta fra le mani dei soli più 
intimi amici dell’illustre ebreo. (Da notarsi però che Spinoza nutrì 
sempre notevoli diffidenze verso Leibniz; e non a torto, ché Leib- 
niz cercò poi, sempre, di minimizzare l’influenza subita dalla lettu- 
ra dell’Etbica, e di marcare, ingrandendola, la distanza fra il suo 
sistema e quello spinoziano). Finalmente, verso la fine del 1676, 
raggiunse la sua sede ad Hannover. 


2 Da notarsi che negli ultimi anni della sua vita, mentre più intensa ferveva la pole- 
mica tra Leibniz e Newton circa l’invenzione del calcolo infinitesimale, Leibniz giunse a 
commettere un grave falso, mutando questo 1675 in un 1673, per meglio documentare 
l'indipendenza della propria scoperta rispetto a quella del proprio rivale. 

3 Enrico Oldenburg e John Collins, membri l'uno e l’altro della Società reale di Lon- 
dra, furono due eminenti cultori di studi matematici e fisici, sebbene non produttori essi 
stessi di nuove scoperte. In corrispondenza con tutti i maggiori scienziati dell’epoca, essi 
esercitarono in Inghilterra una funzione analoga a quella compiuta da padre Mersenne in 
Francia, e della quale abbiamo fatto cenno nel paragrafo 1 del capitolo 7. 
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Fu nel 1676 che Leibniz, dopo molte reiterate insistenze, otten- 
ne finalmente per mezzo dell’Oldenburg alcune notizie più partico- 
lari sulle scoperte di Newton. Questi infatti gli inviò - non diretta- 
mente ma per tramite dell’Oldenburg - due famose lettere, nella 
prima delle quali si trovano esposti il teorema del binomio per espo- 
nenti razionali qualunque e gli sviluppi in serie di alcune importan- 
ti funzioni, nella seconda (tutta permeata di diffidenza) si trovano 
esposti molti risultati relativi a quadrature di curve, oltreché un me- 
todo per calcolare x più rapidamente che non con la serie di Leib- 
niz. In questa seconda lettera si trovano poi alcune indicazioni sul 
metodo delle flussioni, date però a mezzo di veri criptogrammi inde- 
cifrabili. Rispondendo all’Oldenburg, Leibniz dichiarò che le ricer- 
che di Newton avevano scopo analogo alle sue, ma erano ciò malgra- 
do diverse; enumerò nel contempo varie questioni che egli era in grado 
di risolvere, ma senza rivelare il proprio metodo di risoluzione. Il car- 
teggio venne interrotto dalla sopravvenuta morte dell’Oldenburg. 

Quale bibliotecario del duca di Hannover, Leibniz fu occupato 
da una gran massa di lavori amministrativi, storici e politici; riuscì 
ciò malgrado a dedicare non poco tempo alle scienze e alla filosofia. 
Avendo avuto l’incarico di scrivere una storia della casa di Bruns- 
wick, dovette compiere lunghi viaggi per ricerche di documenti in 
Germania, Austria, Italia (ove tu a Roma per circa sei mesi nel 1689). 
Curò lo sviluppo delle miniere nel ducato, trattò con Bossuet per 
l’unione della chiesa cattolica e delle chiese protestanti, partecipò 
alle trattative che portarono la casa di Hannover sul trono di Inghil- 
terra ecc. Noi ricorderemo soltanto qualche fatto che ha maggior 
connessione con l’attività scientifica del Nostro: nel 1682 fondò gli 
«Acta eruditorum», ove egli stesso e molti altri scienziati del tem- 
po pubblicarono memorie del più alto valore; redasse il primo sta- 
tuto della Società delle scienze di Berlino che divenne poi, nel 1744, 
l'Accademia di Prussia; fu in rapporti con Pietro il grande, cui die- 
de vari suggerimenti sul modo di promuovere in Russia gli studi di 
filologia e di scienze naturali, contribuendo anche alla fondazione 
dell’Accademia delle scienze di Pietroburgo. 

Già verso il 1677 Leibniz aveva in mente di pubblicare una 
memoria sul calcolo infinitesimale; non lo fece, desiderando di ren- 
derla più perfetta. Nel 1683 Tschirnhaus, col quale Leibniz aveva a 
lungo discusso di questi problemi, pubblicò una nota sugli «Acta 
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eruditorum» onde esporre un suo metodo per la quadratura delle 
curve; ciò indusse Leibniz, per documentare la priorità della propria 
scoperta, a pubblicare sui medesimi «Acta» una esposizione siste- 
matica del calcolo differenziale. E la celebre memoria del 1684, dal 
titolo Nova methodus pro maximis et minimis itemque tangentibus, 
quae nec fractas, nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro 
illis calculi genus.4 In essa Leibniz ebbe il torto di non menzionare 
affatto le analoghe ricerche di Newton. 

Questi invece, nello scolio al primo libro dei suoi Principia, fece 
un cenno alle ricerche di Leibniz. Ma Leibniz, occupato allora in 
altre attività, non lesse o comunque non prestò la debita attenzione 
alla grande opera di Newton. Più tardi, studiate le scoperte mecca- 
niche dell’inglese, pubblicò sugli «Acta eruditorum» una memoria 
intorno ai medesimi problemi, senza citare Newton e per di più ca- 
dendo in qualche errore. Fu probabilmente in risposta al silenzio di 
Leibniz che Wallis, come abbiamo detto nel capitolo 8, pubblicò nel 
1693 le due famose lettere di Newton, per consolidare i diritti scien- 
tifici del suo grande compatriota. 

La grande contesa tra Leibniz e Newton cominciò, tuttavia, solo 
nel 1699 allorché un certo Nicola Faccio di Duillier, mediocre mate- 
matico inglese, pubblicò che il primo inventore dei nuovi calcoli non 
era Leibniz ma Newton. Leibniz gli rispose sugli «Acta», e fece 
respingere una controrisposta che il medesimo Faccio inviò poco 
dopo agli «Acta». La polemica riprese più violenta nel 1705 dopo la 
comparsa sugli «Acta» di una recensione anonima (scritta probabil- 
mente da Leibniz) delle due appendici all’Ottica di Newton. Si 
ebbero accuse e controaccuse e ne fu interessata la Società reale 
di Londra di cui erano membri sia Newton che Leibniz. La Società 
nominò una commissione per l’esame dei documenti: essa, che era 
manovrata da Newton, concluse i suoi lavori pubblicando un Corm- 
mercium epistolicum in cui erano riprodotte lettere documentatrici 
della priorità dell’inglese. Di qui l’ira di Leibniz che voleva prepa- 
rare un nuovo Commercium epistolicum da contrapporre a quello 
della Società reale. 


4 Di essa vedasi una bella traduzione, a cura del professor E. Carruccio, in appendi- 
ce al più volte citato libro del Castelnuovo, Le origini del calcolo infinitesimale nell'era mo- 
derna. 
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La polemica si complicò per inframettenze politiche; non solo a 
causa dell’odio fra inglesi e tedeschi, ma a causa del particolare ran- 
core che il partito Tory nutriva contro Leibniz per la sua collabora- 
zione all'assunzione della dinastia degli Hannover sul trono di 
Inghilterra. Il fatto è, comunque, che dopo tale assunzione, Leibniz 
non soltanto non ebbe, come sperava, alcun aiuto dal nuovo sovrano, 
ma anzi fu da lui completamente abbandonato, sicché trascorse ama- 
reggiato gli ultimi anni della sua vita. 

Morì in completa disgrazia nel 1716, e ai suoi funerali non venne 
inviata una rappresentanza della casa di Brunswick; non fu comme- 
morato né alla Società reale di Londra, né alla Società delle scienze 
di Berlino. La grande contesa continuò anche dopo la morte di Leib- 
niz, tanto che nella terza edizione dei Principia (1726) Newton fece 
modificare lo scolio, cui poco fa abbiamo fatto cenno, nel quale ve- 
nivano riconosciuti i meriti di Leibniz. Né essa finì con la morte di 
Newton; ché anzi si trasformò in una specie di conflitto scientifico 
tra Inghilterra e Germania, o meglio tra Inghilterra e continente. 
La forma differenziale fu adottata dai matematici continentali, e 
respinta sistematicamente dagli inglesi, i quali proprio per questa 
loro posizione di principio incontrarono non pochi ostacoli nello svi- 
luppo delle ricerche infinitesimali.” 


2. 


Non è difficile, ricollegandoci a quanto abbiamo già detto nel 
paragrafo 6 del capitolo 5, esporre il nostro punto di vista sulla gran- 
de contesa. 

Tutto ciò che si è visto nei capitoli 6 e 7 e nei primi paragrafi 
dell’8 intorno alle ricerche infinitesimali in Italia, in Francia e in 
Inghilterra (prima di Newton), conferma senza ombra possibile di 
dubbio che l’invenzione del calcolo infinitesimale non fu certamen- 
te una prole «sine matre creata». Né le tre memorie di Newton 
(scritte fra il 1665 e il 1676, e pubblicate solo parecchi decenni più 
tardi), né quella di Leibniz (concepita nel 1675 e pubblicata nel 


? Peri particolari sulla «grande contesa », vedi Loria, Storia della matematiche cit., vol. 2, 
pp. 564-82. 
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1684) possono in realtà venire riguardate come l’atto di nascita di 
un ramo effettivamente nuovo della matematica: innanzi tutto 
perché i problemi in esse trattati sono gli stessi, o per lo meno sono 
dello stesso genere, che i problemi studiati e risolti dai matematici del- 
le generazioni precedenti, e poi perché «anche dal punto di vista 
del rigore - come scrive Paul Tannery - l'invenzione del calcolo in- 
finitesimale non ha realizzato in se stessa alcun progresso; la formu- 
la dei postulati sui quali essa venne appoggiata è rimasta insuffi- 
ciente fino al xIX secolo; essa ha permesso tutt’al più di precisare le 
regole per il calcolo degli infinitamente piccoli di ordini diversi». 

Orbene: se noi limitiamo la novità della celebre invenzione alla 
precisazione delle regole per il calcolo degli infinitesimi, e quindi 
attribuiamo una particolare importanza alla parte formale del calco- 
lo, dobbiamo riconoscere che l’opera di Leibniz non solo non ha 
ricalcato pedissequamente quella di Newton, ma anzi l’ha sopra- 
vanzata di molto. «Nel calcolo infinitesimale odierno - scrive Gui- 
do Castelnuovo - si trovano maggiori tracce dei procedimenti for- 
mali di Leibniz che di quelli, sostanzialmente equivalenti, dovuti al 
sommo matematico inglese». Ed Hermann Hankel precisa: «anche 
se Leibniz avesse conosciuto tutti i metodi del suo rivale, sarebbe 
stato sufficiente il suo solo algoritmo a renderlo immortale; già lo 
stesso linguaggio comune l’ha riconosciuto con sicuro istinto, attri- 
buendo il nome di “metodo delle flussioni e delle fluenti” alla sco- 
perta di Newton, e quello invece più importante di “calcolo diffe- 
renziale e integrale” alla scoperta di Leibniz».$ 

Un altro fatto va tenuto presente: che la riluttanza di Newton a 
pubblicare le sue scoperte, l’accorgimento stesso di non fare esplici- 
to uso del metodo delle flussioni nella sua opera capitale (i Principia), 
denotano in lui una certa mancanza di sicurezza, una non comple- 
ta coscienza del valore della nuova invenzione. Leibniz al contrario 
comprese fin dall’inizio questo altissimo valore, e infuse nei suoi 
seguaci una immediata profonda fiducia nel calcolo differenziale e 
integrale: i lavori di Giacomo e Giovanni Bernoulli e del marchese 
de L’Hépital (dei quali parleremo negli ultimi paragrafi del presen- 
te capitolo; lavori di ricerca e lavori di metodica esposizione, ispira- 
ti tutti all’opera di Leibniz) confermarono poi nel modo più ampio, 


6 Die Entwickelung der Mathematik in den letzten Jabrbunderten, Fues, Tubingen 1885. 
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negli ultimi anni del secolo, la giustezza di questa fiducia. Furono 
proprio questi lavori a provare al di sopra di ogni dubbio l’autono- 
mia del nuovo calcolo, a farlo assurgere al rango di nuovo grande 
ramo della matematica. Orbene: il fatto che la contesa tra Newton 
e Leibniz abbia avuto inizio, non dopo la pubblicazione della prima 
memoria di Leibniz, ma solo parecchi anni più tardi - allorché i 
lavori degli autori ora citati avevano già messo in luce l’autonomia e 
l’importanza del nuovo calcolo - prova che in essa vi fu qualcosa di 
non naturale o spontaneo; che essa ebbe origine, non dalla sincera e 
immediata protesta di chi si accorge di essere stato plagiato, ma dal- 
la tardiva preoccupazione di riservare prevalentemente a sé (o alla 
propria scuola o al proprio paese) il merito di una scoperta che, per 
il valido concorso di studiosi diversi, andava ormai rivelandosi ogni 
giorno più feconda e più significativa. 

Io sono pertanto del parere, che la scoperta di questo o quel nuo- 
vo manoscritto di Leibniz, la precisazione della data esatta (anno, 
mese, giorno) di questo o quel suo appunto non possano ormai mo- 
dificare sostanzialmente il giudizio conclusivo della critica storica 
più serena, su quello che fu uno dei più aspri e antipatici dibattiti 
della storia della scienza. Questo giudizio consiste nel riconoscere il 
contributo preziosissimo sia di Newton che di Leibniz alla nuova 
scoperta, escludendo il plagio in ciascuno di essi. 

La cosa viene del resto confermata in modo indiretto da una ana- 
lisi logico-filosofica del processo inventivo compiutosi nei due auto- 
ri. Questa analisi dimostra infatti, secondo il parere unanime di tutti 
gli studiosi, che mentre in Newton l’invenzione del calcolo infini- 
tesimale fu dettata da preoccupazioni essenzialmente tecniche, in 
Liebniz invece essa scaturì da considerazioni essenzialmente filoso- 
fiche. Anche per ciò sarebbe, quindi, privo di significato parlare di 
plagio o di trascrizione pedissequa da una forma di scrittura in 
un’altra. «Leibniz - scrive Bloch - aspirava a dare un sistema com- 
pleto di tutte le nostre percezioni, e il punto di vista metafisico si 
mescolava strettamente, in lui, con il punto di vista matematico. 
Procedendo in un modo tutto diverso, Newton non separava mai le 
considerazioni infinitesimali dai dati fisici o cinematici che servono 
a interpretarli». E Brunschvicg precisa con parole ancora più espres- 
sive: «Come Îa geometria analitica, così il calcolo infinitesimale è 
stato inventato due volte. Anzi, alcuni tratti dell’opposizione che 
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abbiamo segnalati tra la scoperta di Fermat e la scoperta di Descar- 
tes si ritrovano nel confronto di Newton con Leibniz. Newton non 
vuole essere che un pratico. Ampliando il dominio del metodo ma- 
tematico, egli cerca soprattutto di moltiplicare i mezzi di cui può 
disporre la scienza della natura... Al contrario, l'invenzione leibni- 
ziana procede da una concezione filosofica, e diventa la base di un 
sistema generale delle cose». 

Ma, per comprendere a fondo queste considerazioni, occorre che 
noi ci fermiamo un istante a esporre la base filosofica della scoperta 
di Leibniz. È quello che faremo nel prossimo paragrafo. 


i 


Molte, e assai diverse fra loro, furono le interpretazioni del pen- 
siero filosofico di Leibniz. 

Fino alla fine del secolo scorso la maggioranza dei critici tendeva 
a interpretarlo come una filosofia di tipo essenzialmente matematico, 
secondo quanto sembrava suggerito dal medesimo Leibniz: «la mia 
filosofia è tutta matematica, o per così dire, potrebbe diventarlo».” 

Questa interpretazione venne messa però in crisi, nei primi anni 
del Novecento, dalle ricerche (compiute nella più completa indi- 
pendenza reciproca) di due fra i migliori rappresentanti della logica 
moderna - Louis Couturat e Bertrand Russell - i quali pubblicarono 
quasi simultaneamente due celebri opere su Leibniz, tendenti a pre- 
sentare il suo pensiero come una filosofia di tipo essenzialmente lo- 
gico, non meno di quel che erano stati l’aristotelismo e la scolastica.* 

Oggi, gran parte della critica filosofica, pur riconoscendo l’in- 
discutibile valore delle ricerche di Russell e di Couturat, non si ac- 
contenta più della loro interpretazione, ma tende a mettere in luce 


? Questa interpretazione è ancora sostenuta nell’opera di Ernst Cassirer: Leibniz System 
in seinen wissenschaftlichen Grundlagen, Elwert, Marburg 1902 [trad. it. Cartesio e Leibniz, 
Laterza, Roma-Bari 1986], e dal Brunschivcg nel capitolo 10 dell’opera più volte citata. 

8 B. Russell, A Critical Exposition of the Philosophy of Leibniz, University Press, Cam- 
bridge 1900; trad. fr. 1908 [trad. it. La filosofia di Leibniz. Esposizione critica con un'ap- 
pendice antologica, Newton Compton, Roma 1972]; L. Couturat, La logigue de Leibniz, 
Alcan, Paris 1901 [trad. it. La logica di Leibniz, Glaux, Napoli 1973-74]. Vedi pure la bel- 
la raccolta Opuscules et fragments inédits de Leibniz a cura del Couturat (Alcan, Paris 1903). 
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l'aspetto più schiettamente metafisico del pensiero di Leibniz. Per 
esempio secondo il professor Gallo Galli (che è uno dei più compe- 
tenti studiosi di questo argomento) Leibniz avrebbe, sì, considerato 
la logica come propedeutica alla metafisica, ma questa sua metafisi- 
ca non sarebbe stata una mera conseguenza, bensì un inveramento 
della logica pura: «l’errore comune a Russell e a Couturat - egli scri- 
ve —- è di riferire a Leibniz l’identificazione, meglio anche si direb- 
be la confusione, tra logica formale e logica reale, tra il principio 
logico puro e l’atto di effettiva esistenza ... Al contrario, Leibniz 
non ammette tale identificazione, non cade in tale confusione». Se- 
condo Eugenio Colorni (un altro valentissimo studioso di Leibniz, 
caduto purtroppo nella guerra di Liberazione) la ragione matemati- 
ca elogica non bastano a Leibniz, non possono costituire per lui «la 
legge suprema del reale ... La sua visione, che spazia al di là del cam- 
po logico e del campo fisico ... ha bisogno di un’altra legge più mobi- 
le, più vitale ... Il finalismo contrapposto al meccanicismo, il carat- 
tere giuridico e architettonico dell’ordine universale, sono tutti 
sforzi in questa direzione, tentativi di formulare questa legge». 

Evidentemente non è possibile, qui, entrare in una discussione 
generale sulla metafisica di Leibniz; è opportuno tuttavia avervi 
accennato, perché ci si renda conto della estrema complicatezza del 
problema. 

A noi basterà riferire brevemente il modo come la filosofia di 
Leibniz influì sulla sua grande invenzione matematica. 

Abbiamo accennato nel capitolo 7, paragrafo 2, alla posizione di 
Descartes, che, muovendo dal dubbio metodico, cercava di scopri- 
re una base logica assoluta per le verità scientifiche. Leibniz non 
obietta nulla a questa esigenza di assolutezza, ma ritiene che la logi- 
ca cartesiana non sia riuscita a soddisfarla: le regole cartesiane (che 
pretendono fondare la verità sulla chiarezza ed evidenza delle idee) 
sono infatti - secondo lui - puri precetti psicologici, non logici; han- 
no soltanto un valore soggettivo, non oggettivo. Per raggiungere 
l’oggettività, occorre risolvere i concetti scientifici nelle verità pri- 
me che li compongono, verità puramente logiche o identiche; biso- 
gna tradurre i procedimenti più difficili del pensiero in simboli ido- 
nei, che funzionino quasi meccanicamente (il funzionamento dei 
quali sia cioè qualcosa la cui esattezza si rivela da sé, senza bisogno 
di fare appello a precetti più o meno psicologici). 
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Già nella sua tesi di laurea del 1666, dal titolo Dissertatio de arte 
combinatoria, Leibniz affermava questa idea: che, se fosse possibile 
risolvere tutti i concetti complessi in elementi semplici ed esprime- 
re questi elementi semplici con pochi simboli caratteristici, si avreb- 
be «ipso facto» un procedimento, non solo per esprimere con asso- 
luta esattezza le verità già note, ma anche per scoprirne delle nuove. 
(Egli si ricollegava, in ciò, al celebre logico medievale Raimondo 
Lullo, perfezionando però enormemente le operazioni da lui a mala 
pena abbozzate). La ricerca di una «caratteristica universale » rima- 
se per tutta la sua vita uno dei motivi ispiratori di Leibniz, uno dei 
progetti più ambiziosi della sua filosofia. 

In particolare, anche la matematica avrebbe dovuto risultare 
secondo lui ricavabile da quella «caratteristica universale» o «arte 
combinatoria»; e non solo la matematica classica, ma pure la mate- 
matica futura. Proprio qui si inserisce la critica di Leibniz all’alge- 
bra, considerata come «calcolo delle grandezze finite». 

Per comprendere questa critica, occorre fare una premessa di ca- 
rattere generale. Una delle preoccupazioni basilari della filosofia di 
Leibniz è di cogliere ovunque le piccole differenze. Ciò accade nel- 
la psicologia, ove soltanto le «petites perceptions» riescono, secon- 
do lui, a stabilire una continuità nella vita dell’individuo. Ciò accade 
nella natura, ove le «piccole sfumature e differenze» ci dimostrano 
che non vi sono mai due esseri assolutamente eguali. Ciò deve acca- 
dere anche nella matematica, ove accanto al calcolo simbolico delle 
grandezze finite è indispensabile farne sorgere uno delle grandezze 
infinitesime. «Le nostre idee - scrive il Bloch esponendo il pensie- 
ro di Leibniz - presentano fra loro una serie di differenze conti- 
nue... Ma le differenze infinitamente piccole non possono entrare 
utilmente nei nostri calcoli, se non troviamo dei simboli nuovi adat- 
ti ad esse, e se non le sottoponiamo a speciali operazioni. Di qui la 
necessità di creare un’algebra infinitesimale, se si vuole giungere a 
una logica universale». 

Tutte le ricerche infinitesimali del Seicento hanno provato, se- 
condo Leibniz, che l’algebra di Descartes non poteva compiere l’al- 
ta funzione attribuitale dal suo autore; essa si è rivelata infatti impo- 
tente, per sua congenita struttura, di fronte a tali ricerche. Leibniz 
non ha dubbi in proposito; e proprio perciò va in cerca di una nuo- 
va scienza (la caratteristica universale) che sia in grado di sostituir- 
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la. Questa, per poter venire accettata, dovrà dimostrare la sua vita- 
lità e fecondità per l'appunto in quel campo, ove l’algebra di Descar- 
tes veniva meno. Dovrà quindi produrre simboli nuovi, capaci di 
esprimere con esattezza anche le più complesse relazioni tra le dif- 
ferenze infinitamente piccole. «Non v’ha dubbio - scrive il Coutu- 
rat — che l’invenzione più celebre di Leibniz, quella del calcolo infi- 
nitesimale, procede dalla sua ricerca costante di simboli nuovi e più 
generali, e inversamente essa ha molto contribuito a confermarlo 
nella sua opinione circa la capitale importanza di una buona carat- 
teristica per la scienza deduttiva». 

E stata l'esigenza di una caratteristica universale che ha spinto 
Leibniz a inventare i simboli differenziali, è stata la perfetta riusci- 
ta di questi simboli a confermarlo nella sua convinzione circa l’im- 
portanza capitale della caratteristica. Nessuno più di Leibniz ha 
compreso a fondo il valore scientifico dei simboli: «ai simboli — egli 
scrive — è da richiedere che essi si prestino alla ricerca; ciò succede 
principalmente quando essi esprimono in modo conciso e quasi 
dipingono l’intima natura della cosa, perché essi allora risparmiano 
mirabilmente lo sforzo del pensiero». E altrove giunge a dire che 
tutti i progressi, da lui fatti compiere alla matematica, provengono 
unicamente dall’essere egli riuscito a scoprire simboli idonei a rap- 
presentare le quantità infinitamente piccole e le loro relazioni. Bene 
dunque conclude il Couturat, affermando: «l’originalità profonda 
del calcolo infinitesimale consiste nel rappresentare, con dei segni 
appropriati, nozioni e operazioni che non hanno più nulla di aritme- 
tico e a sottometterli a un algoritmo formale. Proprio qui si ha ciò 
che costituisce il merito essenziale dell’invenzione di Leibniz, il suo 
principale vantaggio in confronto al metodo delle flussioni di New- 
ton». E lo Zeuthen di rincalzo: «non si debbono cercare nuovi risul- 
tati nelle formule differenziali di Leibniz. Ciò che conferisce ad esse 
il loro significato fondamentale per l’intera matematica, è la circo- 
stanza di trovarsi legate a un simbolismo che le pone a base di un 
nuovo calcolo, con cui si possono effettuare le ricerche infinitesi- 
mali proprio come, per mezzo del calcolo letterale, si effettuava l’a- 
nalisi del finito». 
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4. 


Poiché il simbolismo differenziale di Leibniz è diventato il sim- 
bolismo caratteristico dell’analisi moderna, e come tale è ben noto a 
ogni lettore, non sarà qui il caso di fermarci a lungo su di esso. Ba- 
sterà fissare in uno schema i passi più caratteristici, che portarono 
Leibniz alla sua costruzione (evidentemente il processo reale della 
mente di Leibniz fu più complesso di questo schema). 

Abbiamo detto nel paragrafo 1 che Leibniz cominciò i suoi studi 
infinitesimali a Parigi, seguendo i consigli di Huygens. Questi gli 
aveva suggerito tra l’altro il celebre scritto di Amos Dettonville (Pa- 
scal) sulla cicloide, che esercitò sul giovane studioso tedesco la più 
profonda influenza. 

Dapprima Leibniz concentrò le sue ricerche sugli sviluppi in se- 
rie; riscoperse lo sviluppo di arctg x, già trovato qualche anno prima 
da Gregory 

x x 
arctgx =x 3 sh Su 

e da esso ricavò lo sviluppo di 7/4, oggi noto sotto il nome di serie 
di Leibniz 

T 11 

4 =1 3 + 5 
(contro l’utilità di questa serie elevò in seguito alcune giuste obie- 
zioni il Newton, che ne mise in luce la scarsa convergenza). Giunse 
poi all’interessante teorema che dice: una serie a termini di segno 
alterno ha una somma finita, se il valore assoluto dei suoi termini 
decresce tendendo a zero. 

Intanto si occupava di quadrature, ricollegando le sue ricerche a 
quelle della scuola di Galileo; fu proprio l’idea base di Cavalieri a 
fargli considerare le aree come somma delle infinite corde tagliate su 
un fascio di rette parallele. Guidato da questa idea, cominciò a indi- 
care le aree con i simboli: 


omn.y, omn./ 


dove l'abbreviazione omn. (0w2res) ricorda proprio che una superfi- 
cie equivale a «tutte le sue corde» cioè alla somma di queste corde; 
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fece poi un passo innanzi, sostituendo, ai precedenti simboli, questi 


altri: 
fo | 


che gli apparivano più espressivi e concisi. Notò che si hanno i se- 


guenti valori: 
xi x ay _a 
fig. Je-G. JEszh 
(ove a e è siano costanti); e che risulta: 


fy+f:=f0+2. 


Ne concluse che questi simboli danno origine a un nuovo genere 
di calcolo con le sue regole esattamente determinate. 

Fu la lettura di Pascal che attrasse la sua attenzione sul triangolo 
caratteristico (in seguito sfruttato anche da Barrow per la determi- 
nazione della sottotangente). Pascal si era limitato a considerare tale 
triangolo nel caso del cerchio, rilevando la similitudine che sussiste 
fra esso, e il triangolo (finito) formato dalla normale, dalla sottonor- 
male e dall’ordinata; Leibniz estende questa considerazione dal caso 
del cerchio al caso di una curva qualsiasi, e prospetta la possibilità di 
considerarlo come un elemento caratteristico della curva presa in 
esame. «La considerazione del triangolo caratteristico — scrive il 
Brunschvicg - è il primo passo fatto da Leibniz al di fuori del meto- 
do volgare degli indivisibili». Esso induce Leibniz a studiare anche 
i rapporti degli infinitesimi, non soltanto le loro somme; ed è preci- 
samente nello studio di questi rapporti, che Leibniz vede come si 
possano trascurare i termini di grado superiore nella grandezza infi- 
nitamente piccola. 

Quanto abbiamo riferito nei capitoli precedenti sulle scoperte in- 
finitesimali di Fermat, Pascal, Barrow è sufficiente a dimostrarci 
che, fin qui, non vi è nulla di nuovo nelle ricerche di Leibniz. Così 
egli resta perfettamente nella loro scia allorché riscopre per proprio 
conto, per l'appunto in base allo studio del triangolo caratteristico, 
il carattere inverso delle due operazioni: di ricerca delle tangenti e 
di quadratura delle aree. E questo carattere inverso che lo porta a 
introdurre il famoso simbolo del differenziale. 


148 CAPITOLO NONO 


Supponiamo di avere: Î {= ya. Come si potrà ora indicare l’ope- 
razione che da ya ci riporta a /? Leibniz usa dapprima la seguente 
formula 

ad 
sa 


ove il d significa «differenza» come il segno i) indicava «somma». 
Poi constata che il d a denominare presenta certe scomodità, e pre- 
ferisce portarlo a numeratore: 


[=dya 


ottenendo quel simbolo di differenziale, che diverrà poi classico in 
tutta l’analisi; simbolo che subito permette a Leibniz di rappresen- 
tare non solo il lato dx («id est differentia inter duas x proximas») 
ma anche gli altri lati del triangolo caratteristico. 

Un complesso di considerazioni diverse lo conduce poi, a poco a 
poco, a inserire questo segno di differenziale dentro il simbolo di 


integrale; esse sono: la considerazione del fatto che il segno di f 


aumenta le dimensioni della quantità su cui tale segno opera; la ne- 
cessità di indicare chiaramente la variabile che nella integrazione si 
considera come indipendente ecc. É così giunge finalmente al sim- 
bolo: 

ftdx, 


che ha tutti i vantaggi oggi ben conosciuti; innanzi tutto quello di 
mettere in evidenza il carattere inverso dell’operazione di integra- 
zione rispetto a quella di differenziazione; poi di presentare l’area 
come composta, non di corde, ma di piccolissime aree ecc. 

Fissato in simboli il carattere inverso delle due operazioni anzi- 
dette, fu poi facile a Leibniz riscoprire quello che aveva già visto 
molto bene Newton, e cioè che sono assai più semplici le regole di 
calcolo per i differenziali che non per gli integrali; onde conviene 
cominciare a svolgere con la dovuta ampiezza il calcolo differenzia- 
le, e poi servirsi delle sue regole per determinare quelle del calcolo 
integrale. 

Le due regole del calcolo differenziale che più gli appaiono im- 
portanti (e ben a ragione), sono quelle che forniscono il differenzia- 
le del prodotto e il differenziale del quoziente; la scoperta di esse gli 
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procura una straordinaria gioia, e un gran desiderio di mettere alla 
prova il valore pratico del suo calcolo. Affronta perciò diversi pro- 
blemi (quello per esempio di determinare la curva, in cui la sotto- 
normale è inversamente proporzionale all’ordinata), e li risolve sen- 
za difficoltà (integrando le facili equazioni differenziali cui tali 
problemi danno luogo). Determina le regole per differenziare espres- 
sioni in cui entrino anche radicali; applica le regole trovate alla de- 
terminazione di massimi, di minimi e di tangenti ecc. É questo il 
magnifico complesso di argomenti, da lui trattati nella celebre me- 
moria Nova methodus del 1684; memoria che è tutta pervasa da un 
fervido entusiasmo per le scoperte compiute, da una fermissima fi- 
ducia nella loro potenza: «questi invero - egli scrive - sono soltan- 
to gli inizi d'una geometria molto più sublime, che si estende a qua- 
lunque dei problemi più difficili e più belli anche della matematica 
mista, che senza il nostro calcolo differenziale nessuno ragionevol- 
mente tratterebbe con pari facilità». 


5. 


Negli «Acta eruditorum» degli ultimi quindici anni del secolo, 
Leibniz e i suoi discepoli pubblicarono tutta una serie di memorie 
che possono considerarsi decisive per la vittoriosa affermazione 
dell’analisi infinitesimale moderna. In alcune di esse vengono ulte- 
riormente sviluppate le regole per il calcolo differenziale - fonda- 
mentale a questo riguardo la nota formula di Leibniz per calcolare il 
d”'(x * y) —; in altre sono introdotti nuovi termini oggi di uso corrente 
nell’analisi (il termine di «integrale» introdotto nel 1690 dai fratel- 
li Bernoulli: il termine di «funzione» introdotto nel 1694 da Leib- 
niz ecc.);° in altre discussi e risolti (a volte con qualche errore che in 
seguito viene corretto) concetti e problemi di basilare importanza 
(così il concetto di cerchio osculatore, per cui Leibniz dà nel 1686 
una definizione erronea, corretta sei anni dopo da Giacomo Ber- 
noulli; così il problema delle curve isocrone, proposto da Leibniz 
nel 1687, e risolto analiticamente da Giacomo Bernoulli nel 1690; 


? I termini di «derivata» e di «funzione primitiva» furono poi adottati da Lagrange 
alle fine del xvIn secolo. 
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il problema della brachistocrona trattato da Giovanni Bernoulli nel 
1696 ecc.). 

E veramente - come afferma lo Zeuthen nell’opera tante volte 
citata — «l’inizio di una nuova epoca nella storia della matematica». 
Epoca che sarà dominata dall’analisi infinitesimale di Newton e di 
Leibniz; e rivelerà ai matematici sorprendenti applicazioni del nuo- 
vo calcolo nei campi più diversi della scienza. «Nona torto - scrive 
F. Waismann - si è paragonato questo periodo della matematica al- 
l’epoca delle grandi scoperte. I matematici del xvm secolo avevano 
infatti l'impressione di internarsi in un nuovo mondo dello spirito, 
ed erano bramosi di delimitarne subito i confini». 

Anche dal punto di vista dell’ordine, con cui vengono compiute 
le varie ricerche, la nuova epoca si distinguerà da quella che abbia- 
mo esaminato nelle pagine precedenti. A poco a poco la dispersione 
di forze, caratteristica del Seicento, andrà cessando; i lavori dei di- 
versi scienziati si coordineranno ognor più, grazie soprattutto alla 
costituzione delle grandi accademie scientifiche, il cui ruolo, già 
notevole negli ultimi decenni del xvIi secolo, diverrà predominante 
nel xvi secolo. «Le sfide matematiche delle età anteriori - scrive 
Paul Tannery - fanno ormai posto a regolari concorsi a premio ban- 
diti dalle accademie; le questioni proposte in tali concorsi esercita- 
no la più grande influenza sullo sviluppo della matematica... Questo 
movimento sboccherà poi in grandi tentativi di sistemazione dell’in- 
sieme dei risultati ottenuti (Lagrange e Laplace), e diverrà allora 
possibile farlo entrare regolarmente nell’insegnamento; i membri 
dell’insegnamento universitario si faranno allora un posto sempre 
più largo nelle accademie, e trasformeranno il carattere di queste 
istituzioni». 

Un solo grave elemento di disordine, ereditato dal secolo prece- 
dente, permane a lungo nel Settecento: è l’odio fra seguaci di New- 
ton e seguaci di Leibniz; odio che persiste malgrado la morte dei due 
contendenti, e si trasmuta, come abbiamo accennato nel paragra- 
fo 1, in uno sterile antagonismo tra matematici inglesi e matematici 
continentali. E noto che i matematici inglesi si rifiutarono, per 
decenni e decenni, di studiare le opere degli europei, perché scritte 
con il simbolismo di Leibniz; restarono perciò arretrati nelle loro 
ricerche e diminuì molto il peso del loro contributo allo sviluppo 
della scienza. 
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Newton ebbe sì alcuni continuatori di notevole valore, come Brook 
Taylor (1685-1731) e Colin MacLaurin (1698-1746); ma il loro va- 
lore è assolutamente inconfrontabile con quello dei grandi analisti 
europei; e le loro opere non riuscirono che a dimostrare - come scrive 
il Castelnuovo - «quanto faticosi riuscissero i procedimenti geome- 
trici della scuola inglese, di fronte alle agili rappresentazioni analiti- 
che che, partendo da Descartes e Fermat, attraverso Leibniz, aveva- 
no trovato in Euler il più insigne sostenitore». 

Molto più fortunato, da questo punto di vista, fu invece Leibniz. 


6. 


In stretti rapporti con Leibniz è sorta nel continente una stirpe di 
grandi matematici, che illustrarono con le loro opere tutto il xv 
secolo. 

Vengono in prima linea: i due fratelli Giacomo (1654-1705) e Gio- 
vanni (1667-1748) Bernoulli, che furono i capostipiti di una illustre 
famiglia la quale diede, per varie generazioni, alla matematica mol- 
ti insigni cultori. «Sono essi - scrive Paul Tannery - che hanno ef- 
fettivamente costituito il calcolo differenziale e integrale applicando 
l’algoritmo inventato da Leibniz e sviluppandone l’uso e la teoria, 
uso e teoria che hanno assicurato il suo trionfo sull’algoritmo di 
Newton. È dunque ad essi che risale, in maggior parte, il dettaglio 
dell’insegnamento di questi calcoli, come si professa ancor oggi sot- 
to una forma più o meno ritoccata». 

Già abbiamo ricordato, all’inizio del paragrafo precedente, alcu- 
ni problemi da essi trattati; aggiungeremo qui poche notizie. 

Giacomo Bernoulli aveva nutrito, all’inizio dei suoi studi, molta 
diffidenza per il nuovo calcolo inventato da Leibniz. Fu l’applica- 
zione di esso al problema delle curve isocrone che lo convinse del 
grande valore di tale metodo; da allora si dedicò quasi interamente 
a svilupparlo nella teoria e nelle applicazioni. Celebri soprattutto 
furono i suoi lavori sulla spirale logaritmica, sulla catenaria, sugli 
isoperimetri. Fu professore all’università di Basilea, membro del- 
l’ Accademia delle scienze di Parigi e di quella di Berlino. 

Giovanni Bernoulli fu nei primi anni discepolo del fratello mag- 
giore; in seguito però i rapporti fra essi divennero estremamente tesi. 


152 CAPITOLO NONO 


Come il fratello, tenne lunga corrispondenza con Leibniz, di cui subì 
profondamente l’influenza. Fu dapprima professore all’università di 
Groninga, poi, dopo la morte del fratello, in quella di Basilea ove 
formò molti ottimi discepoli. Fu membro di tutte le maggiori acca- 
demie scientifiche del tempo, incontestabilmente riconosciuto come 
il matematico più in vista in tutta l'Europa. Oltre la brachistocrona 
studiò varie altre curve assai notevoli; risolse nel 1697 l’equazione 
differenziale, oggi nota sotto il nome di «equazione di Bernoulli», 
che era stata posta da suo fratello; si occupò con successo del calco- 
lo esponenziale o, come il fratello, del problema degli isoperimetri; 
fu il primo a fissare il significato del termine «funzione» rimasto 
alla base della matematica fino al xIx secolo (questo significato con- 
siste nel considerare come funzione qualsiasi espressione analitica 
«formata in un qualunque modo mediante una variabile e delle 
costanti»). 

Durante un soggiorno a Parigi nel 1691-92, Giovanni Bernoulli 
conobbe, a casa del filosofo Malebranche, il marchese Guglielmo 
Francesco de L’Hépital (1661-1704); avendogli questi espresso il 
desiderio di venire da lui istruito sul calcolo differenziale, Bernoul- 
li lo guidò in tali studi sia per mezzo di lezioni orali sia consegnan- 
dogli numerosi appunti scritti. In seguito L’Hépital, proprio avva- 
lendosi di tali appunti, compose e pubblicò nel 1696 la prima 
esposizione sistematica del calcolo differenziale, Analyse des infini- 
ment petits; che fu per allora un ottimo testo, utilissimo a chi voleva 
iniziare tali studi. Malgrado che nella prefazione egli riconoscesse 
l’aiuto avuto da Giovanni Bernoulli, questi non ne rimase soddi- 
sfatto e lo accusò di plagio; anzi cercò di rivendicare a sé il teorema, 
ivi esposto, sui limiti delle espressioni che si presentano sotto forma 
indeterminata, teorema che porta ancora oggi il nome di L’Hipital. 

Ma il discepolo più insigne di Giovanni Bernoulli non è stato 
L’Hépital, bensì Leonardo Euler (1707-1783). Egli, come già abbia- 
mo accennato, fu veramente colui che portò l’edifizio dell’analisi 
infinitesimale moderna al suo glorioso compimento, se non nella 
parte critica, almeno in quella costruttiva. Di lui però non intendia- 
mo qui riferire, perché una esposizione, sia pure schematica, dei suoi 
lavori richiederebbe uno spazio troppo ampio. 

Sospendiamo pertanto il nostro brevissimo esame degli sviluppi 
dell’analisi nel Settecento, per passare subito al x1x secolo, in cui si 
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apre un nuovo grande problema che è filosofico e matematico insie- 
me: il cosiddetto problema dei fondamenti. Esso riprende, in senso 
moderno, le antiche esigenze di rigore, che si erano affermate con 
tanto successo nelle opere dei grandi geometri greci, e che invece 
erano state messe quasi completamente da parte durante il Seicen- 
to e il Settecento. 

Tale problema formerà l’oggetto della terza parte del corso. 


Parte terza 


La vittoria dell’esigenza del rigore 


10. 


Dalla matematica del Settecento alla matematica 
dell'Ottocento 


Abbiamo cercato di delineare, nelle ultime pagine del capitolo 9, 
i tratti più caratteristici della ricerca matematica nel Settecento. 
Abbiamo detto, in particolare, che essa fu prevalentemente rivolta 
a scoprire nuovi ognor più ampi sviluppi dell’analisi infinitesimale 
(l'importante ramo della scienza affermatosi nelle sue linee fonda- 
mentali verso la fine del secolo precedente). Questi sviluppi consistet- 
tero: sia in perfezionamenti tecnici del nuovo algoritmo, sia nella 
elaborazione analitica di tutta la meccanica, sia infine nell’applica- 
zione del calcolo infinitesimale alla risoluzione di difficili problemi 
di astronomia. 

I due colossi che dominarono tale secolo sono stati: Leonardo 
Euler (cui già accennammo nel capitolo 9) e Giuseppe Luigi Lagran- 
ge (1736-1813), seguiti da molti altri di altissima levatura, se pur 
inferiori come matematici ai due ora detti. La loro caratteristica 
generale fu la fiducia assoluta nella scienza, la convinzione che qual- 
siasi verità possa venir raggiunta dall’uomo allorché egli procede 
matematicamente avvalendosi del potentissimo mezzo di indagine 
fornito dal calcolo infinitesimale. «Euler - scrive il Loria - fu il rap- 
presentante più genuino e schietto di uno stato d’animo prodotto 
dalla rapida fioritura che aveva avuto l’analisi matematica nei primi 
anni del xv secolo, il quale può designarsi come fede completa e 
incrollabile nell’onnipotenza e generalità di essa». Questa fede in- 
crollabile nell'analisi - è opportuno ripeterlo a scanso di equivoci - 
era essenzialmente una fede nella parte formale di essa, cioè nell’ef- 
ficacia dei suoi simboli, dei suoi algoritmi (dei quali si scoprivano 
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sempre nuove generalizzazioni), non suffragata da una conoscenza 
precisa dei suoi principi logici. 

Il completo possesso tecnico di quella che ancor oggi costituisce l’os- 
satura generale dell’analisi, le enormi possibilità di indagine fornite 
da questo possesso, spingevano i matematici dell’epoca ad andare 
ognor più innanzi, cercando sempre nuove applicazioni dei loro cal- 
coli, senza rivolgersi indietro a esaminarne con spirito critico le basi, 
ove pur essi intuivano che non tutto si trovava a posto. «I numero- 
si problemi - scrive Emile Picard - che si ponevano innanzi ai ma- 
tematici, quasi non lasciavano loro il tempo di scrutare i principi... 
Il motto attribuito a d’Alembert “andate avanti e la fede vi verrà” 
caratterizza in modo perfetto quest’epoca». 

Tanto fervore di lavoro si trova coronato da alcune opere siste- 
matiche, che possono considerarsi come conclusione di questa epo- 
ca della scienza, e sogliono quindi aggregarsi alla storia della matema- 
tica del Settecento anche se di fatto vennero composte e pubblicate 
nei primi anni dell'Ottocento. Ne ricorderò quattro fra le più signi- 
ficative: la Mécanique analytique di Lagrange (1* ed. in un volume 
1788; 2° ed. in due volumi 1811-15); il Traité de mécanique céleste 
di Laplace (in 5 volumi, 1799-1825); gli Exercices de calcul intégral di 
Legendre (in 3 volumi, 1811-19) che presero, nella 2* ed. (1827-32), 
il titolo meno modesto di Traité de fonctions elliptiques et des intégra- 
les euleriennes; il Traité du calcul différentiel et du calcul intégral di 
Lacroix (2° ed. in 3 volumi 1810-19). 

Ecco ciò che scrive Emile Borel a proposito di quest’ultimo trat- 
tato: «Si può considerare che l’opera di Lacroix riassuma la vecchia 
analisi; paragonandola con l’ Analyse algébrique di Cauchy, pubbli- 
cata solo qualche anno più tardi, si misura tutta la distanza che sepa- 
ra le matematiche del xvi secolo dalle matematiche del xrx. Pochi 
confronti sono più istruttivi di questo per la storia della scienza». 


Di 


Prima di esaminare i nuovi caratteri delle matematiche nel xIx 
secolo è indispensabile dare un cenno ai riflessi che ebbero sulla 
scienza i grandi eventi politico-sociali che separano i due secoli; 
riflessi particolarmente notevoli nel paese, che fu il maggiore prota- 
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gonista di tali eventi, cioè la Francia. «La democratizzazione di tut- 
te le attività —- scrive F. Klein - condusse a una maggiore diffusione 
della cultura e, all’interno di essa, a una vigorosa specializzazione dei 
singoli rami della scienza. In corrispondenza alle esigenze del tem- 
po l’attività dell’insegnamento acquistò una importanza preminen- 
te e la direzione della vita scientifica passò dalle accademie alle scuole 
superiori». «La Convenzione nazionale — precisa il Loria - col chia- 
mare a insegnare nell’Ecole normale i più grandi matematici, i più 
grandi fisici, i più grandi naturalisti, proiettò sulla funzione di pro- 
fessore uno splendore inatteso ... la ricerca scientifica divenne il 
monopolio dei professori». 

Le due grandi scuole create a Parigi dalla Rivoluzione furono: 
l’Ecole normale supérieure cui fa cenno il Loria nel brano ora riferi- 
to e l’Ecole centrale des travaux publiques divenuta poi Ecole poly- 
technique. Da esse uscirono quasi tutti gli scienziati che illustraro- 
no la Francia durante il xIx secolo. 

Particolare importanza ebbe, per le scienze matematiche, la se- 
conda, che non rassomigliava tanto — nella sua struttura e nel tipo di 
materie insegnate - agli attuali politecnici, quanto al loro primo 
biennio (o biennio matematico); le materie ivi insegnate erano infat- 
ti, come nell’attuale primo biennio, soprattutto tre: analisi, geome- 
tria descrittiva, meccanica. Dall’Ecole polytechnique si passava poi 
(per scelta e per merito) in una delle quattro seguenti scuole di appli- 
cazione: in quella del Genio militare, in quella di Artiglieria, nel- 
l’Ecole des Ponts et Chaussées e nell’Ecole des Mines. 

Profondo fu il rinnovamento recato negli studi superiori dall’ Eco- 
le polytechnique. In primo luogo essa riuscì ad abbinare l'interesse 
per la ricerca scientifica pura con l’interesse per la ricerca tecnica, e 
provò che quest’ultima va fondata su solide basi teoriche; in secon- 
do luogo introdusse nell’organizzazione della scuola una struttura 
completamente diversa da quella delle vecchie università medieva- 
li. Portò allo studio delle più alte discipline scientifiche forti masse 
di giovani, scelti in base a difficili concorsi, e impegnati in una seve- 
ra disciplina di tipo militare. Obbligò i docenti a prendersi seria- 
mente cura degli allievi, integrando le lezioni con ore suppletive 
rivolte a stabilire contatti diuturni con loro, onde rendersi conto del 
loro profitto e stimolare in essi la ricerca personale. Divenne insom- 
ma, contemporaneamente, un centro di alta cultura scientifica, e un 
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potentissimo strumento per preparare larghe masse di giovani alla 
vita moderna (che è una vita imperniata, per una notevole parte, 
sulla tecnica e sulla scienza). 

A poco a poco questo spirito rinnovatore si diffuse, superando 
molteplici ostacoli, anche nel resto dell'Europa. Vogliamo ricorda- 
re, a questo proposito, l’opera preziosissima compiuta da Jacobi 
all’Università di K6nigsberg, ove egli riuscì a stabilire fra sé e i suoi 
numerosi studenti uno spirito di collaborazione scientifica sul tipo 
di quello dell’ Ecole polytechnique di Parigi. Fu a questo scopo che, 
nel 1834, fondò il primo «seminario matematico» seguito poi da 
molti altri in tutte le principali università tedesche. 

Nel corso del secolo sorsero, in varie città dell'Europa (a Zurigo, 
a Monaco, a Dresda ecc.), istituti politecnici a imitazione di quello 
di Parigi - pur con le dovute diversità dipendenti dalle ben diverse 
condizioni d'ambiente. Essi chiamarono sulle loro cattedre eminenti 
matematici, costringendoli a organizzare i propri corsi in modo da 
poter essere seguiti da folte scolaresche, e da poter costituire la base 
per l’alta cultura tecnica richiesta dallo sviluppo dell’industria mo- 
derna. E così, in un giro di pochi decenni, mutò completamente lo 
spirito degli studi superiori; cioè —- come scrive il Klein — «l’ideale 
fornito dalla scuola politecnica di Parigi, ossia la combinazione degli 
insegnamenti matematici e tecnici, divenne predominante». 

Sarebbe un grave errore ritenere che questo mutamento sia avve- 
nuto a scapito dell’autonomia della matematica, o che abbia finito 
col ridurre l’analisi e la geometria al rango di pure e semplici disci- 
pline ausiliarie della tecnica. Accadde, anzi, tutto il contrario. L’ac- 
cresciuta diffusione della cultura scientifica portò all’interno di essa 
— come già abbiamo accennato - una notevole specializzazione dei 
rami studiati (le masse dei giovani, venuti di recente alla scienza, 
sentivano infatti la necessità di suddividersi i campi dell’indagine), 
e fra le varie specializzazioni uno dei primi, più eminenti, posti fu 
proprio occupato dalla matematica. 

Né basta: ché le specializzazioni sorsero all’interno stesso della 
matematica. Mentre nel Settecento tutta questa scienza gravitava 
intorno a un unico gruppo di problemi (intorno all’analisi e alla mec- 
canica analitica), e in esso inseriva problemi di astronomia, geode- 
sia ecc., considerati come particolari applicazioni dell’analisi, co- 
minciano invece, nell'Ottocento, a scindersi con nettezza sempre 
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maggiore i vari rami del grande albero. Da un lato si coltiva l’anali- 
si in se stessa, cioè come analisi pura; dall’altro sorge come scienza 
autonoma la fisica matematica moderna (teoria del calore, dell’ela- 
sticità ecc.); dall’altro ancora, e in forma ben distinta dalle prece- 
denti, si studiano la geometria pura (geometria proiettiva e descrit- 
tiva, geometrie non euclidee ecc.), l’algebra rinnovata da Abel e da 
Galois, la teoria dei numeri ecc. Sorgono pure, come abbiamo visto 
nel capitolo 1, i primi studi di storia delle matematiche, e - come 
spiegheremo a lungo nei prossimi capitoli - le prime ricerche criti- 
che sui fondamenti dell’aritmetica: ricerche che finiranno col far 
crollare completamente la fede cieca e dogmatica nell’assolutezza 
della scienza, fede caratteristica non solo degli scienziati ma di tut- 
ti gli spiriti colti del Settecento. 

Scompaiono naturalmente, nella nuova situazione, gli uomini di 
cultura universale come Leibniz, Laplace e, ultimo, Gauss; si sosti- 
tuiscono ad essi cultori specializzati che limitano le proprie indagi- 
ni a campi particolari di problemi. Avviene nella scienza qualcosa di 
analogo al processo di industrializzazione della produzione, con 
reparti distinti, con operai specializzati, con macchine diverse da 
reparto a reparto, adatte ai singoli tipi di produzione: sono reparti 
ben coordinati in un piano generale di produzione, ma che, malgra- 
do il loro coordinamento, richiedono ciascuno i suoi propri lavoran- 
ti. «Comincia per le matematiche - secondo quello che scrive Emi- 
le Picard - un’era nuova: era che ricorda, con le dovute proporzioni, 
il tempo in cui la geometria greca, divenuta autonoma, si era sepa- 
rata dalle speculazioni cosmologiche alle quali era stata legata in 
un'epoca anteriore». 


3. 


Non è possibile, per ristrettezza di spazio, elencare tutti i grandi 
nomi che illustrarono la gloriosa vita dell’Ecole polytechnique. Ba- 
sterà ricordarne due fra i più significativi: quello di Monge e quello 
di Poncelet. 

Gaspare Monge (1746-1818) è il tipico rappresentante dell’uomo 
di scienza, venuto dal popolo, che prima della Rivoluzione si era 
vista intralciata la carriera accademica da pregiudizi di casta, men- 
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tre, dopo la Rivoluzione, diventò in breve uno dei più eminenti pro- 
fessori dei nuovi istituti scientifici. Egli porta nella scienza non solo 
il suo brillante ingegno, ma anche un largo tesoro di competenze 
pratiche che gli provengono dalla sua esperienza di uomo d’azione 
impegnato nella politica e nella guerra. (Furono proprio queste espe- 
rienze pratiche, e in particolare i suoi studi sulle fortificazioni che 
lo portarono alle celebri ricerche di geometria descrittiva, ove di- 
venne tanto illustre). 

Giovanni Vittorio Poncelet (1788-1867) è l’esempio più insigne 
di quell’ampia schiera di giovani, che dall’Ecole polytechnique pas- 
sarono alla carriera delle armi, ma non per questo trascurarono gli 
studi matematici e fisici. Uscito da detta scuola nel 1810, fu uffi- 
ciale dell’esercito napoleonico in Russia, ove venne fatto prigionie- 
ro; dopo lunghe traversie, dopo anni di intenso lavoro pratico e teo- 
rico, finì nel 1848 come direttore dell’Ecole polytechnique col grado 
di maggiore generale. Anche per lui vale quanto fu già detto per 
Monge; e cioè: che furono proprio i suoi interessi di ufficiale dell’e- 
sercito a orientarlo verso i rami della scienza in cui maggiormente si 
distinse, cioè la geometria e la meccanica applicata. 

Va infine ricordato che alla medesima scuola si ricollega tutto un 
gruppo di insigni studiosi che, pur senza fare di professione i mate- 
matici, seppero portare con grande successo nei vari campi della 
tecnica e della scienza lo spirito matematico appreso sui banchi del- 
l’Ecole polytechnique. I loro nomi occupano posti di primissimo 
ordine nella storia della fisica sperimentale, della fisica matematica, 
dell'ingegneria ecc. Basti ricordare: Ampère (1775-1836), Poisson 
(1781-1840), Lamé (1795-1870), de Saint-Venant (1797-1886) ecc. 


4 


Oltre alle notevoli conseguenze esposte nel paragrafo 2, la Rivo- 
luzione francese ebbe ancora altri importanti effetti sullo sviluppo 
della scienza; sono effetti connessi al grande impulso che la Rivolu- 
zione impresse allo spirito nazionale dei singoli popoli, e alla scis- 
sione che ne derivò tra la cultura dell’uno e dell’altro. Di questa scis- 
sione si suole tenere ampio conto dagli storici della filosofia, della 
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letteratura e dell’arte; essa va però tenuta presente anche dagli sto- 
rici della matematica e della fisica. 

«L'attività di Leibniz, di Giacomo e Giovanni Bernoulli, di 
Euler ecc. - scrive F. Klein - non è, anche nelle sue manifestazioni 
esterne, confinata in strette frontiere geografiche; per abbracciarne 
tutta l’estensione, noi dobbiamo legare la Germania alla Svizzera, 
ai Paesi Bassi, alla Russia. D'altra parte sotto il grande Federico i 
matematici stranieri, Lagrange, d’ Alembert, Maupertuis, formava- 
no, accanto a Euler e a Lambert, la gloria dell’Accademia di Berlino. 
L’impulso verso un mutamento completo in queste condizioni fu dato 
dalla Rivoluzione francese ... Le idee scientifiche conservano natu- 
ralmente la loro universalità, e i rapporti internazionali fra scien- 
ziati diventano particolarmente importanti per il progresso delle 
scienze; ma lo sviluppo dell’idea scientifica progredisce ormai su 
basi nazionali». Sorgono nelle diverse nazioni alcuni grandi centri 
universitari: alcune «scuole » che, con caratteri loro propri e ben di- 
versi gli uni dagli altri, contribuiscono allo sviluppo dei molteplici 
rami della scienza. Basti ricordare: la scuola di Parigi, quella di Ber- 
lino, di Gottinga ecc. In tempi più recenti acquistano una fama non 
minore: la scuola italiana di geometria; la scuola logico-matematica 
di Varsavia; le scuole americane, russe, giapponesi di topologia, di 
teoria dei numeri ecc. 

Mentre nel secolo precedente gli atti e le memorie accademiche 
costituivano l’unica palestra su cui matematici e fisici potevano agi- 
tare i loro problemi, sorsero invece, nel nuovo secolo, numerose 
riviste scientifiche affiancate alle maggiori scuole: riviste con un 
carattere più vivo degli atti accademici, più aderente cioè all’attività 
di docenti e discepoli. Primi furono i professori e studenti dell’Eco- 
le polytechnique a trovare in un loro «Journal» il veicolo pronto a 
diffondere le ricerche e le scoperte della nuova grande scuola. Alcu- 
ni decenni più tardi, e cioè nel 1826, sorse a Berlino la celebre rivi- 
sta che doveva raccogliere, per quasi tutto il secolo, le memorie fon- 
damentali dei più insigni matematici tedeschi: il «Journal fir reine 
und angewandte Mathematik», comunemente chiamato «Journal 
de Crelle» dal nome del suo fondatore e primo redattore capo. 

Ad essa corrisposero: in Francia il «Journal de mathématiques 
pures et appliqués» detto «Journal de Liouville» dal nome dell’illu- 
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stre matematico che lo fondò nel 1836; in Inghilterra il «Cambrid- 
ge Mathematical Journal» fondato nel 1847 e il «Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal» fondato nel 1846. 

Queste riviste si moltiplicarono in modo sorprendente nella 
seconda metà del secolo. Basti ricordare: i «Mathematische Anna- 
len» fondati da Riemann e Neumann; gli «Acta Mathematica» fon- 
dati da Mittag-Leffler; gli « Annali di scienze matematiche e fisiche» 
fondati dal Tortolini nel 1850; il «Bulletin des Sciences mathémati- 
ques» fondato dal Darboux; l'« American Journal of Mathematics» 
fondato dal Sylvester ecc. E poiché - per l’accresciuto numero dei 
ricercatori - diveniva ogni giorno più difficile tenersi informati di 
tutte le nuove scoperte, cominciarono anche a sorgere delle pubbli- 
cazioni rivolte a facilitare questo compito; prima fra tutte la grande 
rivista bibliografica «Die Fortschritte der Mathematik» fondata a 
Berlino nel 1868 da Ohrtmann e Miller. 

Tanto fiorire di periodici è la prova migliore dello straordinario 
incremento, subito in meno di mezzo secolo, dal numero di coloro 
che si occupavano seriamente di matematica. Per usare una immagi- 
ne abbastanza espressiva possiamo dire: la matematica dimostrava 
ormai di essere decisamente uscita dall’ambito chiuso delle accade- 
mie onde divenire patrimonio collettivo dei popoli. E questi popoli 
si accingevano a contendersi energicamente il primato per il posses- 
so e lo sviluppo di tale patrimonio, che stava rivelandosi ognor più 
prezioso, non solo per quanto riguarda la cultura ma anche per le 
applicazioni tecniche. 


5. 


Evidentemente non è possibile, se non vogliamo uscire dai limiti 
di questo corso, dare una visione analitica completa di tutti i mol- 
teplici progressi compiuti dalla matematica durante il xIx secolo a 
opera delle varie scuole su accennate. Ritengo del resto che il tenta- 
tivo di farlo sarebbe inutile, poiché non è da un corso, ma da tutto 
il complesso dei corsi seguiti (specie durante il secondo biennio) dal- 
lo studente delle nostre facoltà scientifiche, che egli può farsi un’i- 
dea del livello raggiunto dai diversi rami della matematica in tale 
epoca. È chiaro infatti che una qualsiasi seria ricerca scientifica di 
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oggi, se può prescindere dai primi lontani sviluppi della disciplina 
trattata, non può invece fare a meno di mantenere strettissimi lega- 
mi con tutto il lavoro che in tale ambito venne compiuto negli ultimi 
cento anni. 

Se perciò non vogliamo qui ripetere, in forma schematica e quin- 
di insoddisfacente, quanto viene esposto in forma completa e soddi- 
sfacente nei corsi paralleli, sarà opportuno abbandonare il campo 
della storia generale della matematica onde fermarci alla storia di 
qualche problema specifico. Per i medesimi motivi non potremo 
seguire lo sviluppo dell’analisi in tutta la sua vastità, ma ci fermere- 
mo a quei capitoli di essa che sono più caratteristici per la nuova 
epoca, segnando in forma particolarmente chiara il completo distac- 
co del xIx secolo dal xvi secolo. 

Ciò va tenuto presente per comprendere la distribuzione dagli 
argomenti in questa terza parte. 

Come dice il titolo stesso che le abbiamo premesso, è nostro in- 
tendimento dare particolare rilievo, in questa terza parte, alla vit- 
toria dell’esigenza del rigore, in contrapposizione al dogmatismo 
ingenuo del periodo illuministico. Ebbene: sarà a tale scopo indispen- 
sabile dare anzitutto un cenno all’opera notevolissima compiuta in 
questo senso da Gauss, Cauchy, Abel e Bolzano nei primi decenni 
dell'Ottocento, per passare poi a una esposizione più approfondita 
delle ricerche dei loro grandi continuatori nella seconda metà del 
secolo. Precisamente a tale studio sono dedicati i capitoli 11 e 12. 

Dal capitolo 13 in poi la vera e propria esposizione storica viene 
abbandonata; e il corso si inoltra in una trattazione critica delle due 
teorie che stanno a fondamento di tutta l’analisi moderna: la teoria 
dei numeri cardinali e la teoria del continuo. Sarà lo studio stesso di 
queste teorie, studio condotto col più scrupoloso rigore di cui siamo 
capaci, che ci spingerà dall’una ricerca all’altra fino a quelle più vici- 
ne a noi, fino alla discussione di quei problemi che ancora oggi sono 
tutt'altro che chiusi nella matematica contemporanea. 

In ultimo (capitoli 23 e 24) per ricollegare gli argomenti trattati 
con i problemi più caratteristici dell’analisi, verrà dato un cenno alla 
teoria della misura e all’integrale di Lebesgue. E qui saremo forza- 
tamente assai brevi, sia per non appesantire troppo il corso, sia per 
non ripetere quanto viene già spiegato in corsi paralleli. Un lato so- 
prattutto, di questi interessantissimi argomenti, cercheremo di met- 
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tere in luce: quello che li collega ai problemi logici e critici svolti nei 
capitoli antecedenti, quello che li inserisce nel grande sviluppo di 
idee che segnano in forma definitiva la vittoria dell’esigenza del 
rigore nell’analisi moderna. 

E prevalentemente nell’esposizione critica dello sviluppo dell’e- 
sigenza del rigore, e soprattutto nei capitoli 17 e 21 dedicati all’esa- 
me dell’aspetto logico di certe difficoltà, che la nostra trattazione, 
da storica e scientifica, diverrà filosofica, giustificando così il titolo 
generale del corso. 


6. 


Prima di terminare questo capitolo introduttivo, credo opportu- 
no aggiungere alcune indicazioni bibliografiche, che possono offri- 
re qualche orientamento a chi voglia approfondire i problemi ora 
accennati. 

Oltre le opere generali già citate nel capitolo 1 e nel capitolo 4 
- alcune delle quali (per esempio il Loria) trattano abbastanza dif- 
fusamente del periodo ora in esame - va ricordato anzitutto un lavo- 
ro (purtroppo incompiuto) del grande geometra Felix Klein che rac- 
coglie vari corsi di lezioni, da lui tenute su questo argomento a 
Gottinga negli ultimi anni della sua vita (1915-19). Eccone il titolo: 
Vorlesungen tiber die Entwicklung der Matbhematik im r9. Jabrbundert 
(1926-27). Un breve quadro dello sviluppo della matematica nella 
sola Germania, sempre nel periodo ora in esame, venne tracciato 
con grande valentia dal medesimo Klein in una conferenza dal tito- 
lo Le développement des mathématiques dans les universités allemandes 
pubblicata nel volume Conférences sur les mathematiques (1898). 

Sullo sviluppo della matematica in Francia nell'Ottocento posso- 
no consultarsi, con utilità, vari articoli del celebre analista francese 
Emile Picard su Galois, Darboux, Poincaré ecc., raccolti nel volu- 
me Discours et mélanges (1922) e in particolare l'articolo dal titolo 
Les sciences mathématiques en France depuis un demi-siècle. 

Sullo sviluppo dell’analisi e della geometria in Italia sempre nel 
medesimo secolo, si può consultare il volume Le matematiche mo- 
derne di W.\W. Rouse Ball nella traduzione di D. Gambioli che con- 
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tiene una lunga appendice del traduttore su «alcuni matematici ita- 
liani dei tempi recenti» (1927). 

Sulla storia particolare dell’analisi e della teoria degli insiemi, 
vedansi: E. Picard, Sur le développement de l’analyse (1905); L. 
Tonelli, Il contributo italiano alla teoria delle funzioni di variabili rea- 
li (Atti Congresso internazionale dei matematici, 1928); P.E.B. 
Jourdain, The Development of the Theory of Transfinite Numbers 
(«Archiv der Mathematik und Physik», 1906-14); A. Denjoy, Intro- 
duction à la théorie des fonctions de variables réelles (1937); in due 
volumi, il primo dei quali comincia con un breve, ma chiaro e preci- 
so, «apercu historique». 

Sulla storia del concetto di integrale presentano il più vivo inte- 
resse i primi capitoli della celebre opera di Henri Lebesgue, Legons 
sur l’intégration (1% ed. 1903, 2* ed. 1928); come pure è importan- 
te, per lo sviluppo dei concetti di convergenza e divergenza delle 
serie, l'introduzione dell’opera Legons sur les séries divergentes di 
Emile Borel (2* ed. 1928). 

Ulteriori indicazioni verranno date via via, nello svolgimento del 
corso. Qui voglio, comunque, ricordare ancora un’opera che, pur 
essendo più di filosofia della matematica che non di storia, è tuttavia 
assai utile per chi voglia avere una veduta di insieme sugli sviluppi 
recenti dell’analisi per ciò che riguarda il cosiddetto problema dei 
fondamenti. È l’opera di F. Waisman, Einfiibrung in das mathemati- 
sche Denken (1936; trad. it. di L. Geymonat, Introduzione al pensie- 
ro matematico, 1939). Di essa farò ampio uso nei prossimi capitoli. 

Infine ricorderò sin d’ora tre volumi, ai quali farò frequente rife- 
rimento nella esposizione e discussione della teoria degli insiemi 
(numeri cardinali, ordinali, buon ordinamento ecc.): E. Borel, 
Legons sur la théorie des fonctions (1° ed. 1898, 2° ed. 1914, 3° ed. 
1928); A. Fraenkel, Finleitung in die Mengenlebre (1% ed. 1919, 2° 
ed. 1923, 3° ed. 1928); W. Sierpifiski, Legons sur les nombres tran- 
sfinis (1928). 

Lo studioso può trovare in essi, e soprattutto nel Fraenkel, ampie 
notizie di notevole interesse sia storico che scientifico e filosofico. 


11. 


Sviluppo dell’esigenza critica negli analisti 
della prima metà dell’Ottocento 


Come abbiamo spiegato nella seconda parte del corso, la defi- 
cienza di rigore che si riscontra nei primi analisti del Seicento fu, 
sotto certi aspetti, assai favorevole allo sviluppo della matematica: 
è infatti nei metodi agili e imprecisi di Kepler, Cavalieri, Roberval ecc. 
che noi troviamo le idee scientificamente più feconde, non nelle 
macchinose e pesanti dimostrazioni per assurdo, seguite dai loro 
oppositori (Guldino, Anderson ecc.). Ciò può risultarci oggi parti- 
colarmente chiaro, se riflettiamo con spirito moderno sul concetto 
di funzione adottato, con tanta serena sicurezza, da uomini come 
Newton e Leibniz, come i Bernoulli ecc. «Se - scrive con il solito 
acume E. Picard - Newton e Leibniz avessero pensato che le fun- 
zioni continue possono non avere una derivata, e che anzi ciò costi- 
tuisce proprio il caso generale, il calcolo differenziale non sarebbe 
nato; allo stesso modo le idee inesatte di Lagrange sulla possibilità 
degli sviluppi in serie di Taylor hanno reso immensi servizi ... Era 
indispensabile che all’inizio le cose sembrassero semplici ... Senza 
voler troppo generalizzare, si può dire che l’errore è talvolta utile, e 
che, nelle epoche veramente creatrici, una verità incompleta o 
approssimata può essere più feconda che la medesima verità accom- 
pagnata dalle restrizioni necessarie». 

L’incompletezza delle definizioni e dei teoremi diede luogo, tal- 
volta, a gravi inconvenienti e a strani giochi di parole: tipiche per 
esempio le argomentazioni per dimostrare che la serie di Grandi 


badate 
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ha come somma 1/2. Tuttavia anche a proposito delle serie diver- 
genti, usate senza alcuna precauzione critica, i fatti dimostravano 
nella gran maggioranza dei casi che la fiducia in esse non era total- 
mente mal posta. Si andava perciò avanti, e la fede cresceva con l’i- 
ninterrotto crescere dei successi. 

Qualche filosofo (come Berkeley) aveva un bel mettere in guardia 
contro i pericoli di un tal modo di procedere, ma i suoi dubbi sareb- 
bero rimasti sommersi dal clamore dei trionfi, se a un certo momen- 
to non fosse intervenuto l’esame stesso di alcuni fatti fisici concre- 
ti, a far sorgere le prime gravi difficoltà. Il concetto, che palesò per 
primo i gravissimi inconvenienti originati dalla sua insufficiente 
determinazione, fu proprio quello che Leibniz aveva posto, ben giu- 
stamente, a base di tutta l’analisi: il concetto di funzione. E va nota- 
to che il merito della grande scoperta spetta non a un filosofo del- 
l’analisi, non a un logico puro, ma a un fisico-matematico: Giuseppe 
Fourier (1768-1830).! 

Essa si connette allo studio delle serie trigonometriche, oggi chia- 
mate per l’appunto serie di Fourier. La grande scoperta del Nostro 
fu: che la determinazione dei coefficienti di queste serie resta possi- 
bile, anche in casi nei quali la funzione da svilupparsi in serie presen- 
ta un comportamento notevolmente strano; per esempio, quando il 
suo grafico presenta punti di rottura per certi valori dell’ascissa. «La 
proprietà, che hanno le serie di Fourier, di rappresentare delle fun- 
zioni arbitrarie - scrive il Kronecker - ha straordinariamente sor- 
preso i matematici». E Bruno De Finetti aggiunge con chiarezza 
ancora maggiore: «la scoperta di espressioni analitiche le quali rap- 
presentano delle funzioni che non sono tali nel senso ristretto di 
funzioni esprimibili analiticamente in modo diretto, e godenti delle 
abituali regolarità di comportamento, costituì all’epoca in cui Fou- 
rier vi pervenne un fatto sensazionale». Secondo De Finetti è pro- 
prio questa scoperta che segna l’inizio della caratteristica svolta, 
subita dall’analisi nel xtx secolo. É essa invero che, più di ogni con- 
siderazione filosofica, contribuì «a quella chiarificazione del con- 


1 Fourier fu allievo dell’Ecole normale nei primi anni della sua costituzione e ben pre- 
sto ne divenne uno dei «maîtres de conférences». Poi passò come insegnante all’Ecole 
polytechnique. I lavori di lui, che qui ci interessano, sono: una memoria sulla teoria del 
calore presentata nel 1807 all’ Accademia delle scienze di Parigi, e l’opera più sistematica 
Théorie analytique de la chaleur del 1822. 
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cetto di funzione di variabile reale, che portò a definirla senza alcu- 
na limitazione circa l’eventuale esistenza di espressioni analitiche 
atte a rappresentarla». 


2: 


Torneremo in seguito sulle strane proprietà degli sviluppi in serie 
di Fourier. Ora vogliamo dare un brevissimo cenno alla vita e all’o- 
pera dei quattro grandi che, con una consapevolezza ben maggiore 
di Fourier, diedero l’avvio alla revisione critica dell'analisi infinite- 
simale. Essi sono: Gauss, Cauchy, Abel e Bolzano. 

Giovanni Carlo Federico Gauss (1777-1855) fu uno dei maggio- 
ri matematici dell’epoca moderna. Egli non può dirsi tuttavia un 
«moderno» nel pieno senso della parola, poiché la sua opera ricorda 
ancora, sotto vari aspetti, quella degli analisti del xvi secolo. 
«Gauss - scrive F. Klein - è alla testa del nuovo sviluppo: innanzi 
tutto per la data della sua attività (le sue pubblicazioni infatti, che 
ebbero inizio nel 1799, si estendono a tutta la prima metà del xtx 
secolo); in secondo luogo, per la ricchezza delle nuove idee e delle 
nuove scoperte da lui compiute in quasi tutte le branche della mate- 
matica pura e applicata; infine per i suoi metodi, poiché Gauss fu il 
primo a ristabilire nelle dimostrazioni quel rigore che noi ammiria- 
mo negli antichi, e che era stato invece messo indebitamente da par- 
te dagli scienziati dal periodo precedente... Eppure io preferirei, 
malgrado tutto ciò, classificare Gauss fra i grandi ricercatori del 
xv secolo piuttosto che fra quelli del x1x secolo. Egli infatti appar- 
tiene alla loro schiera per l’universalità della sua opera, ove non v'è 
ancora traccia di quella specializzazione che sarà una caratteristica 
del x1x secolo. Può inoltre classificarsi a loro lato per il suo interes- 
se esclusivamente accademico e l’assenza in lui di una vera attività 
di insegnamento ».? Checché si pensi di ciò, Gauss resta tuttavia 
uno dei primissimi matematici che non si accontentarono dei proce- 
dimenti intuitivi, né delle prove ricavate a posteriori dal successo 
delle applicazioni. Va notato però che, in questo come in altri cam- 


2 Gauss infatti si occupò molto poco di insegnamento, sebbene abbia coperto, dal 
1807 alla fine della sua vita, la cattedra di astronomia all’Università di Gottinga. 
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pi, non molte furono le idee che egli diede alla stampa: la maggior 
parte delle sue scoperte rimasero allo stato di appunti a uso perso- 
nale, in conformità del motto che il grande matematico aveva preso 
a norma della sua produzione «pauca sed matura». 

La critica di Gauss non investì soltanto i principi dell’analisi, ma 
quelli di tutti i rami della matematica. Fondamentale fu, per esem- 
pio, il suo contributo alla critica del v postulato di Euclide e alla 
conseguente creazione della geometria non euclidea. I suoi primi 
lavori aritmetici risalgono agli anni 1796-98 e vennero in parte pub- 
blicati nel volume Disquisitiones arithmeticae del 1801, celebre per 
la definizione esatta della congruenza numerica, per lo studio dei 
resti quadratici e per i teoremi circa la suddivisione della circon- 
ferenza in parti eguali. Altre memorie fecero compiere un notevo- 
lissimo progresso alla sistemazione moderna dell’analisi, perché in 
esse Gauss definì con precisione (per via geometrica) i numeri com- 
plessi, liberandoli una volta per sempre dall’alone mistico da cui era- 
no avvolti. 

Pure di grande importanza l’interesse critico dimostrato da Gauss 
per il teorema fondamentale dell’algebra di cui egli ideò quattro dimo- 
strazioni (una nel 1799, le altre nel 1815, 1816, 1849); anche se nes- 
suna di esse risulta interamente soddisfacente - mancandovi ancora 
una definizione esplicita dei numeri reali e della continuità - è eviden- 
te il contributo che esse arrecano al rinvigorirsi dell'esigenza del rigore. 

Ma la memoria di Gauss più significativa è quella da lui presen- 
tata alla Società di Gottinga nel 1811 col titolo Disquisitiones gene- 
a:B «+ 1)-B(B+1) 
—t—- x + i E dl dci 
191 1=2*YY+1) 

Essa contiene infatti i primi criteri esatti di convergenza della 
serie, considerando pure i casi di x complesso. 


rales circa seriem infinitam 1 + x +... 


3. 


Agostino Luigi Cauchy (1789-1857) studiò egli pure, come tutti 
i grandi scienziati francesi dell’epoca, nell’Ecole polytechnique; 
fu ingegnere di ponti e strade; in seguito divenne professore della 
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medesima Ecole polytechnique, e infine, negli ultimi anni della sua 
vita, insegnò alla Sorbona. 

Il contributo centrale, dato da Cauchy all’elaborazione critica 
dell’analisi, consiste nella precisazione del concetto di limite. «Leib- 
niz e Newton - scrive Hermann Weyl - avevano chiara la visione 
che nel calcolo infinitesimale vi è soltanto un passaggio al limite; 
non si rendevano però chiaro conto, che tale passaggio non ha solo 
il compito di determinare il valore del limite, ma deve anzitutto 
garantire l'esistenza di esso. E questo il motivo per cui Leibniz aveva 
ancora idee confuse sulla somma delle serie infinite ... A poco a po- 
co i matematici si resero conto dell’importanza fondamentale che ha, 
in tutta l’analisi, l’idea di limite ... Ma solo Cauchy comprenderà a fon- 
do l'argomento. Con il suo famoso criterio di convergenza delle serie, 
egli stabilirà la condizione perché un algoritmo infinito produca un 
numero come suo valore limite». 

Questo criterio venne per la prima volta enunciato nel Cours d’a- 
nalyse de l’Ecole royale polytechnique del 1821, che segna una data 
fondamentale nello sviluppo dell’analisi moderna. Oltre al concetto 
di limite, questa celebre opera precisa pure con meravigliosa esat- 
tezza il concetto di continuità, dà una formula rimasta classica per 
il resto della serie di Taylor ecc. 

Non ci soffermeremo su quella che passa per la maggiore scoper- 
ta di Cauchy, cioè la teoria delle funzioni di variabile complessa (la 
cui prima elaborazione risale al 1825), né sulle sue ricerche intorno 
alle condizioni di esistenza degli integrali delle equazioni differen- 
ziali ordinarie o a derivate parziali; né su altri importantissimi risul- 
tati che ogni studente di matematica ha occasione di udire in uno o 
più corsi della Facoltà. Riservandoci di tornare in questo stesso capi- 
tolo sulla sua definizione di integrale, ci limitiamo per ora ai brevis- 
simi cenni qui sopra esposti, che ci paiono largamente bastevoli a 
provare l’importanza del contributo di Cauchy per lo sviluppo del- 
l’esigenza del rigore. 

Può essere, invece, utile - per dare un’idea dell’importanza an- 
che pratica della sua opera - citare il seguente brano del Loria: «la 
benefica influenza esercitata da Cauchy mediante l’insegnamento 
orale e le sue numerose pubblicazioni è tale che, volendo indicare 
quali furono i suoi discepoli, non si avrebbe che a redigere un elen- 
co di tutti gli analisti (e non soltanto francesi) che vissero dopo di lui». 
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4. 


Il norvegese Niels Henrik Abel (1802-1829) fu egli pure uno dei 
matematici più acuti e geniali del secolo scorso. Già accennammo al 
suo notevolissimo contributo al rinnovamento dell’algebra moder- 
na (che egli basò sulla teoria dei gruppi); né meno importanti furono 
le sue ricerche sulle funzioni ellittiche. Ma non è né su quelle né su 
queste che qui vogliamo fermarci: a noi preme soltanto mettere in 
luce il posto centrale occupato da Abel nel processo di rielaborazio- 
ne critica dell’analisi. 

Tale posto è dovuto ai suoi classici lavori sulla convergenza delle 
serie. Questi lavori sono ispirati, senza alcun dubbio, all’opera fon- 
damentale di Cauchy; ma la integrano in vari punti (per esempio là 
ove Abel determina la somma della serie binomiale nei casi in cui 
essa converge); e soprattutto la sopravanzano per l’ardore polemico 
usato contro le serie divergenti. Sono note le celebri parole di Abel: 
«è un’onta che si osi fondare sulle serie divergenti una qualsiasi 
dimostrazione. Col loro mezzo si può dimostrare ciò che si vuole: 
esse sono la fonte di delusioni ed errori». 

Ciò che forse risulta meno noto, è che Abel stesso, malgrado tan- 
to calore della invettiva ora riferita, non si sente però completa- 
mente immune da dubbi. Subito dopo il brano citato, egli riconosce 
infatti: «è vero che la maggior parte dei risultati ottenuti colle serie 
divergenti sono giusti; ma si tratta qui di un fatto ben strano». È, in 
un altro lavoro, afferma che riesce «un po’ duro» escludere per prin- 
cipio che le serie divergenti posseggano una somma che, alla prova 
pratica - come già ricordammo all’inizio del capitolo -, queste serie 
funzionano non di rado discretamente bene. 

Abel, da quel grande analista che era, non poteva lasciare passa- 
re sotto silenzio questo strano fatto; egli stesso invero denuncia il 
problema e ci promette che se ne occuperà seriamente: «Je m’occu- 
pe à en chercher la raison, problème très intéressant». Purtroppo la 
morte lo raggiunse dopo breve tempo, e non gli permise di condur- 
re a termine la ricerca. 

Trascorsero poi più di cinquant’anni prima che il problema venisse 
riesaminato a fondo da altri; fu solo nel 1886 che Poincaré e Stieltjes 
lo affrontarono, nei loro celebri lavori nelle serie «semiconvergen- 
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ti» o «asintotiche». Oggi si verifica una specie di ritorno all’uso di 
esse; ma ritorno prudente, guidato dalla chiara consapevolezza che esse 
costituiscono soltanto un mezzo di ricerca, non di dimostrazione: 
«può essere stato necessario — scrive Borel — abbandonarle momen- 
taneamente per permettere al principio del completo rigore di sta- 
bilirsi senza contestazioni ma, superato questo stadio, lo studio dei 
metodi antichi può avere un valore a condizione che li si usino solo 
come strumento di ricerca, riservandosi di dimostrare in seguito i 
risultati con i metodi rigorosi dell’analisi moderna».’ 

Abel rappresenta, nella storia dello sviluppo dell’analisi, il cam- 
pione che ha combattuto con maggiore veemenza per «stabilire sen- 
za contestazione il principio del rigore completo». Bisogna però dar- 
gli atto che, pur nel vivo della battaglia, egli ha saputo non restare 
cieco di fronte all’interesse scientifico di quelle serie divergenti con- 
tro cui combatteva, e nelle quali gli pareva di scorgere la causa pri- 
ma di tutti i mali dell’analisi. 


DI 


Sfortunate circostanze fecero sì che Bernardo Bolzano (nato a 
Praga nel 1781, ivi morto nel 1848) abbia esercitato sullo sviluppo 
della matematica nel xrx secolo una influenza pressoché nulla. É 
certo tuttavia che, non solo egli scoprì contemporaneamente a Cau- 
chy (o ancor prima di lui) molti fondamentali teoremi sui limiti, sul- 
la continuità ecc., ma su certi punti ebbe visioni più moderne anco- 
ra che quelle di Gauss, di Cauchy e di Abel. 

Oltreché matematico, Bolzano fu pure teologo, filosofo, e soprat- 
tutto grande logico. Anche in questi campi, però, le sue speculazio- 
ni passarono inosservate fino alla fine del secolo. La sua opera più 
nota fu, per molti decenni, il breve libro che porta il titolo Para- 
doxien des Unendlichen (pubblicato postumo nel 1851, esso ebbe 
una seconda edizione nel 1889, poi una terza nel 1920); solo nei pri- 
mi anni del Novecento si aggiunsero ad essa alcune precise notizie 
circa le scoperte matematiche di Bolzano, rimaste inedite nei suoi 


? Si noti l’analogia di questo atteggiamento, con quello tenuto da Archimede verso il 
metodo meccanico (cap. 4). 
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manoscritti (nel 1930-31 vennero pubblicati i due fondamentali 
volumi della sua celebre Funktionentheorie a cura della Società delle 
scienze di Boemia). Nei medesimi anni (1929-31) anche l’opera 
filosofica principale di Bolzano Wisserschaftslehre ebbe una seconda 
edizione, molto curata, in quattro volumi. Furono soprattutto con- 
siderazioni logico-filosofiche che condussero il Nostro alle sue sco- 
perte matematiche; per uno studio approfondito e una comprensio- 
ne esatta di tali scoperte nulla sarebbe quindi più utile che l’analisi 
rigorosa delle sue speculazioni filosofiche. 

È del 1817 lo scritto Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes dass, 
zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetzes Resultat gewédhren, 
wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege. Come dice il titolo, 
esso mira a dimostrare, senza alcun ricorso all’intuizione che, data 
una funzione continua y = f(x), se f(a) e f(0) posseggono segni con- 
trari, deve esistere un valore x compreso tra 4 € b per cui risulti 
f(x)=0. È un esempio tipico di nuovi, molto esatti, procedimen- 
ti dimostrativi. 

In altri lavori troviamo definiti, come già si è detto, i concetti 
base di convergenza, continuità ecc., e anche quelli - che risulte- 
ranno fondamentali in tutta l’analisi moderna - di limite superiore 
e limite inferiore. 

Da alcuni manoscritti, pubblicati soltanto nel 1921-22, risulta poi 
che Bolzano scoprì l’esistenza di una funzione continua, priva ovun- 
que di derivata, anticipando di parecchi decenni il celebre risultato 
di Weierstrass. 

Le sue precisazioni sul concetto di «infinito» — legate ai Parado- 
xien des Unendlichen - hanno negli ultimi anni dell’Ottocento atti- 
rato sul Nostro un interesse generale. Riservandoci di tornare più 
tardi su di esse, vogliamo mettere subito in luce la loro netta supe- 
riorità sulle idee dei contemporanei. Ostacolati dalle loro preoccu- 
pazioni critiche circa l’uso dei procedimenti infiniti, Gauss e Cau- 
chy non avevano saputo scindere i due campi: quello in cui il 
termine «infinito» denota soltanto un limite (il campo cioè delle 
serie, delle successioni ecc.) da quello invece in cui esso denota un 
tipo particolare di grandezza fornita di speciali caratteristiche. In 
una lettera a Schumacher del 1831, Gauss scriveva ancora: «io pro- 
testo contro l’uso di una grandezza infinita come qualcosa di com- 
pleto, uso che non venne mai ammesso nella matematica. L’infinito 
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è soltanto una “facon de parler”; a voler essere rigorosi si parla inve- 
ce di limiti, cui certi rapporti vengono così vicini quanto si vuole, 
mentre ad altri rapporti è permesso crescere oltre ogni misura». É 
Cauchy, nelle Legons de calcul différentiel'et de calcul intégral raccol- 
te da Moigno, sosteneva l’impossibilità di ritenere attualmente esi- 
stente una infinità di oggetti a causa dei paradossi (già osservati, del 
resto, dal Galileo) che scaturiscono dal concetto di infinità (il para- 
dosso, per esempio, che la serie dei numeri naturali risulta egual- 
mente numerosa che una sua parte opportunamente scelta). Orbe- 
ne, ciò che riesce meraviglioso in Bolzano è, invece, proprio questo: 
che mentre egli sa essere perfettamente rigoroso nelle dimostrazio- 
ni sui limiti (sa cioè interpretare con esattezza il contenuto logico 
preciso della parola infinito, quando essa è soltanto una «facon de 
parler»), comprende però d’altro lato, non meno bene, che il con- 
cetto di infinità attuale è esso pure fornito del più alto interesse e 
può venire fatto oggetto di ricerche perfettamente rigorose. Egli si 
richiama, in questa convinzione, al pensiero del grande Leibniz e ri- 
pete con lui: «io sono talmente a favore dell’infinito attuale che, 
invece di ammettere che la natura lo aborre, come volgarmente si 
dice, io sostengo che essa lo ostenti ovunque, per meglio dimostra- 
re le perfezioni del suo Autore». Vedremo nei prossimi capitoli l’e- 
norme sviluppo, che i matematici e i logici della fine del secolo han- 
no portato a questo primo coraggioso sguardo del filosofo boemo 
nella scienza dell’infinito. 


6. 


Nell’opera su citata Sur le développement de l’analyse Emile Picard 
scrive: «il bisogno di rigore nelle matematiche ha avuto le sue 
approssimazioni successive, e, a questo riguardo, la nostra scienza 
non ha il carattere assoluto che tante persone le attribuiscono». 
Effettivamente noi vedremo che: per quanto il grado di rigore, rag- 
giunto dagli insigni matematici ricordati nei paragrafi precedenti, 
sia già stato elevatissimo, esso si troverà nettamente superato dagli 
scienziati della seconda metà del secolo. Il vero e proprio «proble- 
ma dei fondamenti dell’analisi» si è aperto, infatti, solo verso la fine 
dell'Ottocento. 
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Prima di descrivere questa fase ulteriore dello sviluppo dell’esi- 
genza del rigore, sarebbe opportuno dare un cenno ai grandi risul- 
tati, che già la precedente fase ottenne nei diversi rami della mate- 
matica; sarebbe opportuno, per esempio, ricordare gli importanti 
lavori compiuti da Jacobi e Lejeune-Dirichlet nell’analisi, dire qual 
che parola sui progressi della geometria non euclidea ecc. Questo 
però non è possibile, perché ci porterebbe, senza volerlo, troppo 
lontani dall’argomento del nostro corso. 

Ci limiteremo pertanto a un capitolo ristretto, se pur fondamen- 
tale, dell’analisi, in cui l’approfondirsi dell'esigenza del rigore e il 
corrispondente moltiplicarsi dei casi considerati riescono partico- 
larmente istruttivi per chi voglia farsi un’idea del grande lavoro 
compiuto in questo giro di anni. Torneremo, a tale scopo, all’opera 
di Cauchy per analizzare un po’ più da vicino il concetto da lui dato 
di integrale e lo sviluppo che questo concetto ricevette nei lavori di 
un altro grande matematico dell’epoca, Bernardo Riemann,“ che vo- 
gliamo inserire in questo anziché nel prossimo capitolo - malgrado 
che la sua più intensa produzione si aggiri intorno al 1860 - per i 
molteplici e stretti rapporti che legano la sua opera a quella dell’in- 
signe analista francese.° 

E nota la definizione di Cauchy. Egli prende le mosse dalla fun- 
zione continua f(x) definita in un intervallo I, e considera l’interval- 
lo (4, x), ove x>a, interno a I; dopo aver suddiviso (4, x) in inter- 
vallini parziali per mezzo dei punti 


ag 4, di dii «3 dpi dg 
forma poi la somma 5 nel seguente modo: 
S=(a;-a9f(x)+(a,-a4)f(x)+...+(4,74,-)fx,) [1] 


ove x; è un numero qualunque compreso nell’intervallino (4;_;, 4)). 
Se la somma S tende a un limite ben determinato S(x) quando il più 


4 Nato nel 1826, successe a Lejeune-Dirichlet nella celebre Università di Gottinga. Di 
malferma salute, trascorse lunghi periodi in Italia per godere di un clima più mite di quel- 
lo di Gottinga; quivi fu in rapporto con i nostri migliori matematici, in ispecie col Betti 
di Pisa. Morì ancor giovane, nel 1866, a Selasca sul Lago Maggiore. 

? Ricorderò per esempio i fondamentali contributi di Riemann alla teoria delle fun- 
zioni di variabile complessa, di cui egli suol venire considerato il creatore insieme con 
Agostino Cauchy. 
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grande degli intervallini (4;_ ;, 4;) tende a zero con una legge qual- 
siasi, Cauchy chiama questo limite integrale definito della funzione 
f(x) nell'intervallo (a, x) e lo indica, seguendo Fourier, con il se- 


guente simbolo: , 


I f(x) dx. 
a 
Tenuto conto della definizione (da lui precedentemente data) di 
continuità e delle proprietà (da lui precisate) delle funzioni conti- 
nue, Cauchy riesce poi a dimostrare che l’ipotesi anzidetta si verifica 
sempre, e cioè che la somma $S, ricavata da una funzione continua, 
tende sempre a un limite ben determinato S(x) quando il maggiore 
degli intervallini (4;_;, 4;) tende a zero in un modo qualsiasi. 
Non ci fermiamo a richiamare le ben note proprietà dell’integrale 
di Cauchy, e cioè: l'estensione della definizione al caso che sia x <a, 
la proprietà additiva, il teorema della media, il teorema di inversio- 
ne (per cui la somma S(x) considerata a sua volta come funzione, è 
derivabile e ha per derivata proprio /(x)); né ci fermiamo ad analiz- 
zare il concetto, pure notissimo, di integrale indefinito, che si ricava 
da quello di integrale definito nel seguente modo: 


[feddx=k+ I f(x)dx [2] 


ove È è una costante arbitraria e 4 un valore di x preso nell’interval- 
lo I ove la funzione continua f(x) è definita. 

Su un fatto, invece, occorre insistere un po’ più a lungo. Malgra- 
do che l’integrale di Cauchy prenda le mosse dalla funzione f(x) con- 
tinua, il suo autore è riuscito, sotto certe condizioni, a estenderlo 
anche al caso in cui la funzione abbia qualche punto di disconti- 
nuità. Se f(x) è continua nell’intervallo (4, 2) salvo in un punto c in- 
terno a questo intervallo (nell’intorno del punto c la funzione può es- 
sere limitata o non) Cauchy propone di considerare i due integrali: 


ceh, b 
[fadx, [fade 


c+h, 


l’uno e l’altro dei quali esistono perché la funzione /(x) è continua in 
tutto il loro intervallo di integrazione (estremi compresi). Poi fa ten- 


ESIGENZA CRITICA NELLA PRIMA METÀ DELL'OTTOCENTO 179 


dere a zero, indipendentemente uno dall’altro, i due valori £} e b,, e 
considera i seguenti pai 


im, IL Ar? dim, I di [3] 


se questi due limiti esistono e sono finiti, siano per esempio L, e L,, 
egli pone per definizione: 
b 
[fed de=L1+La. [4] 
a 

Se il punto di discontinuità c cade in uno dei sue estremi (in 4 0 
in d), la definizione si restringe evidentemente a considerare uno 
solo dei due limiti della [3]. 

E chiaro che: se nell’intervallo (4, 2) cadono più punti di discon- 
tinuità, il metodo di Cauchy è applicabile qualora sia possibile divi- 
dere (a, 2) in più intervallini in ciascuno dei quali non esista che un 
punto di discontinuità. Si applica, infatti, a ciascun intervallo la pre- 
cedente definizione e, se esistono gli integrali estesi a ciascuno degli 
intervallini parziali, si ottiene sommandoli l’integrale esteso a tutto 
(a, d). 

Senza fermarci a ricordare tutte le conseguenze che si possono 
trarre dalla anzidetta ben nota definizione e che ne illustrano la 
grande importanza, osserviamo che essa ci porta naturalmente a 
prendere in esame l’insieme E dei punti di discontinuità della f(x) 
nell’intervallo (4, d). È chiaro che se questo insieme E è costituito 
da un numero finito di punti la definizione di Cauchy è perfetta- 
mente applicabile. Resta invece aperto il problema per il caso in cui 
E contenga infiniti punti. 


1a 


L’ultima conclusione del paragrafo precedente ci indica la dire- 
zione in cui si svilupparono le ricerche dopo Cauchy. È chiaro però 
che, prima di accingersi seriamente ad esse, i matematici dell’epoca 
dovevano provare l’esistenza di funzioni aventi, in un opportuno 
intervallo (a, 2), infiniti punti di discontinuità. In altri termini: l’ap- 
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profondimento del concetto di integrale esigeva un parallelo appro- 
fondimento del concetto di funzione. 

Proprio a questo scopo si fece nuovamente ricorso agli sviluppi in 
serie trigonometriche, che già all’inizio del secolo - come ricordam- 
mo parlando di Fourier - avevano per così dire aperto la crisi nella 
vecchia concezione matematica ereditata dal Settecento. Orbene: è 
risultato non difficile costruire, per mezzo di tali serie, funzioni for- 
nite di infiniti punti di discontinuità. (Rinvio, per chi voglia veder- 
ne qualche esempio, all’opera citata di Lebesgue Legons sur l’inté- 
gration, o senz’altro al corso di teoria delle funzioni che si tiene nella 
nostra Università). Se ne concluse perciò che il problema aveva un 
senso; si rivelava cioè perfettamente giustificata l’esigenza di am- 
pliare, ancor più, la definizione di integrale data da Cauchy per ren- 
derla applicabile a classi sempre più vaste di funzioni. 

Ragioni di brevità ci vietano di esporre la teoria dell’integrale idea- 
ta da Lejeune-Dirichlet, e riferita da Lipschitz. Basta però quanto 
sopra accennammo a far compredere che, per sviluppare la defini- 
zione di Cauchy, era necessario concentrare la propria attenzione 
sulle proprietà dell’insieme E dei punti di discontinuità. E infatti: 
una volta ammesso che E contenga infiniti punti, è chiaro che si 
dovrà trattare il caso in forma ben diversa secondo il modo come 
sono distribuiti questi infiniti punti di E. 

Studieremo con ricchezza di particolari, nei capitoli 14, 15 e suc- 
cessivi, la teoria degli insiemi infiniti, ai quali ci troveremo natural- 
mente portati dall'esame approfondito del concetto di numero. 
Questa teoria potrà quindi apparire al nostro lettore come legata a 
problemi di aritmetica, più che a problemi di analisi. Per evitare 
errori, è bene osservare con assoluta chiarezza che anche l’analisi (e 
soprattutto lo studio del concetto di integrale) spingeva, per proprio 
conto, i matematici dell'Ottocento ad affrontare l’esame approfon- 
dito di tale teoria. Non è mai una via sola che conduce a una visio- 
ne scientifica veramente nuova e importante; essa si presenta sem- 
pre come il punto conclusivo verso cui convergono riflessioni di 
ordine diverso, tutte parimenti serie e scientificamente ben fonda- 
te. Si può dire che, a un dato momento, i tempi si fanno maturi per 
una certa invenzione; e appena qualcuno la raggiunge da un lato, 
subito essa si rivela raggiungibile anche da altri. Ciò è accaduto, 
come abbiamo visto nella parte seconda, per l'invenzione dell’ana- 
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lisi infinitesimale; ciò accadrà in particolare anche per la teoria degli 
insiemi, che costituisce uno dei punti fermi dell'evoluzione mate- 
matica nella seconda metà del xIx secolo. Noi esporremo particola- 
reggiatamente, in questa terza parte, una delle vie che condussero a 
tale scoperta; non si può tuttavia avere una visione completa della 
storia delle matematiche senza tener conto anche delle altre vie, 
degli altri problemi, che concorsero a renderla «di attualità». 


8. 


Come scrive Lebesgue, « Cauchy non applicava il suo procedimen- 
to di definizione dell’integrale, che a funzioni già considerate a prio- 
ri come interessanti, cioè alle funzioni continue»; chi per primo pre- 
se invece in esame l’integrale di funzioni qualsiasi (interessanti o 
no), chi per primo si propose di dare una definizione di integrale 
fornita di una completa generalità, è Riemann. 

E noto che proprio a lui si deve la definizione generale di funzione 
come corrispondenza fra certi valori di una variabile x e certi valori 
ben determinati di un’altra variabile y, indipendentemente dal fatto 
che questa corrispondenza sia o no esprimibile per mezzo di deter- 
minate formule analitiche, che abbia o no un andamento continuo e 
regolare. Ebbene: supponiamo data comunque una funzione f(x) de- 
finita per tutti i valori di x dell’intervallo (4, 9). Come potremo defi- 
nirne l’integrale? 

Riemann parte dalla considerazione di una funzione f(x) definita 
in (4, 2), supposta, non più continua come in Cauchy, ma semplice- 
mente limitata (tale cioè che il suo valore risulti sempre compreso 
fra due valori finiti A e B). Applica poi ad essa il solito procedimen- 
to già seguito da Cauchy; suddivide cioè con legge arbitraria l’inter- 
vallo (4, 2) in x intervallini (4), 41), (4, 43), ... (4,-, 4,). Giunto a 
questo punto, invece di considerare la somma S definita dalla [1], 
introduce due nuovi concetti: detto /, il limite inferiore dei valori 
f(x) quando x cade sull’i-esimo intervallo, e detto L, il loro limite 
superiore (certo esistenti perché la f(x) è supposta limitata), Rie- 
mann prende in considerazione le due somme seguenti: 


S=(a;- al + (a, a)bt...+(0,74,-)h [5] 
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S=(a/— 4)L;+(a,—4))L3+...+(4,-4,-;)Ly [6] 


È chiaro che a ogni suddivisione di (4, 6) in un numero 7 qualun- 
que di intervallini corrisponderà una S e una S. Ebbene, si dimostra 
facilmente che (nella nostra ipotesi di f(x) limitata) esiste un limite 
superiore delle $S ed esiste un limite inferiore delle S. Al primo si suol 
dare il nome di integrale per difetto (o inferiore) della funzione con- 
siderata, e lo si indica con 


al secolo si dà il nome di integrale per eccesso (o superiore) e lo si in- 
dica con 


b 


[fa dx. 


a 


Se i due integrali così definiti coincidono, Riemann stabilisce per 
definizione di dire che la funzione f(x) è integrabile, e attribuisce il 
nome di «integrale definito » al loro valore comune.$ 


Di 


È facile dimostrare che, se f(x) è continua, essa risulta integrabi- 
le nel senso or ora spiegato e che, per essa, l’integrale di Riemann 
coincide con quello di Cauchy. Ma si vede subito che esistono delle 
funzioni discontinue le quali risultano, esse pure, integrabili. Sorge 
pertanto il problema: si può trovare una condizione necessaria e suf- 
ficiente per l’integrabilità di una funzione nel senso di Riemann? 

La risposta non è difficile e venne enunciata da Riemann in una 
forma che si fonda sul concetto di oscillazione,’ e sul procedimento 
di prendere un numero positivo arbitrario €, e, data una certa sud- 


6 La teoria degli integrali per eccesso e per difetto venne sviluppata dal geometra fran- 
cese Gaston Darboux in una celebre memoria pubblicata nel 1875 sugli «Annales de l’E- 
cole normale supérieure», col titolo Sur les fonctions discontinues. 

? Se L è il limite superiore di f(x) in un intervallo £, e / il suo limite inferiore, dicesi 
«oscillazione di f(x) in 4» la differenza L — /. 
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divisione di (4, 2) in intervallini, di considerare quelli fra tali inter- 
vallini in cui l’oscillazione supera e. Ciò posto, ecco il risultato di 
Riemann: «condizione necessaria e sufficiente perché una funzione 
limitata in (4, 2) risulti integrabile nel senso or ora spiegato è che: 
preso un € qualunque, si possa sempre suddividere (4, d) in interval- 
lini parziali in modo che la somma delle lunghezze di quelli, entro i 
quali l'oscillazione supera €, risulti tanto piccola quanto si vuole». 

Questa condizione di integrabilità di Riemann venne, dopo di 
lui, sottoposta a varie trasformazioni tendenti a mettere in più chia- 
ra luce il ruolo spettante, in essa, all’insieme E dei punti di discon- 
tinuità della funzione. È chiaro infatti che gli intervallini parziali 
nei quali l'oscillazione si mantiene superiore a €, comunque brevi 
siano gli intervallini stessi, sono proprio quelli che contengono qual- 
che punto di discontinuità della funzione considerata. Orbene, que- 
ste trasformazioni hanno condotto, attraverso formulazioni inter- 
medie che per brevità non ci fermiamo a riferire, a un enunciato 
finale molto espressivo che si basa sul concetto di «misura di un in- 
sieme». Riservandoci di spiegare dettagliatamente tale concetto nel 
capitolo 23 allorché avremo condotto a termine il nostro studio 
degli insiemi, possiamo fin d’ora — per far intuire l’interesse della 
ricerca - riportare il risultato anzidetto. Esso afferma: «condizione 
necessaria e sufficiente perché una funzione /(x) sia integrabile (nel 
senso di Riemann) è che l’insieme dei suoi punti di discontinuità sia 
di misura nulla». 

Non è il caso di esporre qui, per disteso, la teoria dell’integrale di 
Riemann, che forma oggetto di altri corsi della Facoltà; l’importan- 
te è, per noi, far vedere la sua importanza storica, mettere cioè in 
luce quale progresso essa rappresenti sulla teoria di Cauchy. 

Innanzi tutto vi è - come già abbiamo detto - un notevole pro- 
gresso concettuale nell’impostazione stessa che Riemann dà al pro- 
blema. Mentre Cauchy partiva dalle funzioni continue, e solo come 
loro estensione si elevava a considerare funzioni continue interrot- 
te da qualche punto di discontinuità, Riemann invece parte dal con- 
cetto assai più ampio di funzione limitata e introduce, per primo 
nella storia delle matematiche, la distinzione generale tra funzioni 
integrabili e funzioni non integrabili. 

In secondo luogo vi sono dei notevoli progressi dal punto di vista 
del vero e proprio calcolo, perché, mentre l’integrale di Riemann 
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conduce al medesimo valore che quello di Cauchy allorché quest’ul- 
timo esiste, si danno casi di funzioni molto interessanti dal punto di 
vista teorico e pratico, che risultano integrabili nel senso di Riemann 
e non in quello di Cauchy. Che dire poi della chiarezza della condi- 
zione di integrabilità valida per l’integrale di Riemann? Essa costi- 
tuisce, già di per se stessa, un risultato di altissimo valore scientifi- 
co e, direi, estetico. Se infine teniamo conto del fatto che l’integrale 
indefinito (ricavabile nella teoria di Riemann allo stesso modo come 
in quella di Cauchy) è una funzione continua, si può dire —- come 
scrive Picard - «che risulta dai lavori di Riemannl’esistenza di fun- 
zioni continue le quali non hanno derivata». 

Secondo quanto ci riferisce Klein, Riemann indicava ai suoi allie- 
vi questa esistenza «come il risultato più meraviglioso della critica 
moderna». «Che la continuità della funzione implichi l’esistenza 
della derivata era infatti - come scrive Brunschvicg - una proposi- 
zione fondamentale nella concezione intuitiva del calcolo infinitesi- 
male»; l'abbandono di essa segnava pertanto una svolta decisiva 
nella storia dell’analisi; segnava l’affermazione dell’analisi come di- 
sciplina autonoma, indipendente dall’intuizione geometrica. Ma la 
prova più convincente, più sicura, di tale esistenza, il vero experimzen- 
tum crucis, fu data da un altro analista, Carlo Weierstrass il quale 
costruì un effettivo esempio di funzione continua priva in ogni pun- 
to di derivata (l'esempio ideato da Bolzano era rimasto - come 
abbiamo detto nel paragrafo 5 - totalmente sconosciuto). Con lui 
possiamo dire che ha inizio una nuova fase nello sviluppo dell’esigen- 
za del rigore: la cosiddetta fase della aritmetizzazione della mate- 
matica. 


12. 


Sviluppo dell’esigenza critica negli analisti 
della seconda metà dell’Ottocento 


Lo sviluppo dell’esigenza del rigore negli analisti della seconda 
metà dell’Ottocento si concreta in due fasi: la prima è costituita dal 
processo di aritmetizzazione iniziatosi con Carlo Weierstrass e con- 
clusosi col nostro Peano; la seconda dal processo di logicizzazione 
iniziatosi con Frege, e portato al suo grado di maggior perfezione da 
Russell nei primi anni del nuovo secolo. A questa seconda fase si in- 
nesta poi quel grande complesso di discussioni che porta il nome di 
«crisi dei fondamenti», e che determinerà lo sviluppo dell’esigenza 
critica nei primi decenni del Novecento. 

Nel presente capitolo ci limiteremo a qualche cenno cronologico, 
e a poche notizie che possono servire di inquadramento generale. La 
trattazione critica dei principali argomenti venuti alla luce nelle due 
fasi anzidette, costituirà l’oggetto specifico dei capitoli successivi 
(che avranno, come già avvertii, un aspetto più teorico che non pro- 
priamente storico). 

Cominciamo da Carlo Weierstrass. Nato nel 1815, egli iniziò tar- 
di la sua carriera accademica; questa fu tuttavia lunga e gloriosa poi- 
ché dal 1860 circa fino alla sua morte (1897) Weierstrass fu il gran- 
de professore della scuola di Berlino, cui si guardava come a insigne 
luminare da tutte le parti del mondo. Ebbe molti valentissimi disce- 
poli (Schwarz, Mittag-Leffler, Giorgio Cantor ecc.); le sue idee fe- 
cero epoca nell’evoluzione del pensiero matematico. Egli fu il tipico 
rappresentante dell’analista puro, intransigente, che non ricorre 
mai, per giustificare le proprie teorie, all’intuizione spaziale o all’os- 
servazione dei fatti, ma unicamente al rigore del metodo usato. 
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Già accennammo, nel capitolo precedente, al grande significato 
che ebbe per la successiva evoluzione del pensiero matematico la 
scoperta, compiuta da Weierstrass, nel 1872, di un effettivo esem- 
pio di funzione continua ovunque priva di derivata. Qui basti ag- 
giungere che tale funzione è costruita a mezzo di una serie trigono- 
metrica uniformemente convergente, per l'esame particolareggiato 
della quale rinviamo ai comuni trattati di teoria delle funzioni di 
variabile reale. L’uniforme convergenza della serie garantisce la 
continuità della funzione così definita, e certe condizioni imposte ai 
coefficienti garantiscono che la funzione è priva di derivata.! 

Ma non è questa la scoperta di Weierstrass che qui maggiormen- 
te ci interessa. Il punto più decisivo per la sua opera di aritmetizza- 
zione dell’analisi (e, indirettamente, di tutta la matematica) è un 
altro: la esatta determinazione del concetto di numero reale. 

Fu approfondendo le dimostrazioni di Cauchy, che Weierstrass si 
convinse della impossibilità di dar loro uno sviluppo perfettamente 
rigoroso senza fondarle sopra qualcosa che le parole di Cauchy non 
esprimevano in forma esplicita; venne fuori, così, il concetto di 
numero reale come base aritmetica di tutto il grande edificio inizia- 
to da Newton e Leibniz. Le sue celebri lezioni all’Università di Ber- 
lino ebbero, per questo lato, un'importanza decisiva; tant'è vero 
che da allora in poi ogni serio corso di analisi inizia sempre con una 
esposizione rigorosa della teoria dei numeri reali. 

Le idee di Weierstrass sui numeri reali rimasero per vari anni allo 
stato di elaborazione orale; solo nel 1872 le troviamo esposte per 
scritto in un libro di un suo discepolo (E. Kossak, Die Elemente der 
Arithmetik) e, nel 1887, in un trattato di analisi di un altro discepo- 
lo (O. Biermann, Theorie der analytischen Funktionen). 

I tempi erano, intanto, divenuti maturi per le nuove vedute, e nel 
1872 si ebbero tre importanti pubblicazioni (oltre quella di Kossak) 
concernenti la definizione dei numeri reali. 

Una di tali pubblicazioni era legata più strettamente alle idee di 
Weierstrass, perché dovuta a un giovane matematico che era stato 


! Qualche anno più tardi Gaston Darboux nella sua celebre memoria del 1875, già 
citata nel paragrafo 8 del capitolo precedente, dava altri numerosi esempi di funzioni con- 
tinue prive di derivata. 
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suo allievo: Giorgio Cantor.? Trattasi della memoria Uber die Aus- 
dehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen usci- 
ta in quell’anno sui «Mathematische Annalen»; in essa, oltre al tema 
contemplato nel titolo, si trovava indicato un metodo per l’introdu- 
zione dei numeri reali fornito di chiarezza e semplicità davvero 
notevolissime. 

Il secondo lavoro era dovuto a un matematico francese, Ch. Méray. 
Si tratta di un libro di analisi, Nouveau précis d’analyse infinitesima- 
le (1872), che premette - analogamente a quanto facevano 1 corsi di 
Weierstrass - all’edificio del calcolo una esposizione esatta degli 
importanti numeri. La teoria di Méray coincide sostanzialmente con 
quella di Cantor, onde oggi suol venire indicata simultaneamente 
con i due nomi. 

La terza pubblicazione era dovuta invece a un allievo della scuo- 
la di Gottinga, Richard Dedekind, e portava il titolo Stetigkeit und 
irrationale Zablen (1872). Il suo punto di partenza differisce com- 
pletamente dai due precedenti. Dedekind avverte, nella prefazione, 
che egli aveva ideato la propria teoria fin dal 1858, e per vari anni 
l'aveva discussa con amici e presentata in parecchie conferenze. 

In Italia fu S. Pincherle a presentare nel 1880 una teoria dei nu- 
meri reali in forma che direttamente si ricollega a quelle di Weier- 
strass; il suo lavoro porta il titolo Saggio di una introduzione alla teo- 
ria delle funzioni analitiche secondo i principi del prof. C. Weierstrass. 


2 Giorgio Cantor di cui parleremo a lungo in questa terza parte del corso, e Maurizio 
Cantor tante volte citato nella prima parte e nella seconda, appartengono a una medesi- 
ma famiglia israelitica, di origine portoghese, emigrata in Danimarca. Un ramo di questa 
famiglia si trasferì poi ad Amsterdam e in seguito a Mannheim ove nacque nel 1829 lo 
storico Maurizio Cantor. L’altro ramo invece si trasferì in Russia, e da essa nacque a Pie- 
troburgo nel 1845 il matematico e filosofo Giorgio Cantor. Questi trascorse quasi tutta 
la vita in Germania, ove però le sue scoperte sulla teoria degli insiemi incontrarono non 
pochi oppositori. Morì nel 1918 ad Halle in una clinica psichiatrica. 

3 Della memoria ora detta, insieme con la memoria del medesimo Dedekind dal tito- 
lo Was sind und was sollen die Zahlen, si può leggere un’ottima traduzione italiana a cura 
di Oscar Zariski, Stock, Roma 1926. Molto utili le note storiche del traduttore in appen- 
dice ai due lavori di Dedekind. 
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2: 


Il nome di Pincherle ci porta in Italia ove, all'incirca in quei me- 
desimi anni, si stava svolgendo un intenso lavoro per portare i nostri 
studi matematici a un livello di perfetta modernità. Il merito di tale 
intenso lavoro era dovuto nel campo dell’analisi soprattutto a Ulis- 
se Dini. Ecco ciò che scrive di lui Leonida Tonelli: «Nel decennio 
1870-80 Ulisse Dini, allora giovanissimo professore all’Università di 
Pisa, procedeva nelle sue lezioni universitarie a una sistematica revi- 
sione di tutti i principi dell’analisi infinitesimale e raccoglieva i 
risultati in un volume pubblicato nel 1878 col titolo Fondamenti per 
la teorica delle funzioni di variabili reali». Secondo Tonelli la cosid- 
detta teoria delle funzioni di variabili reali «ebbe precisamente ori- 
gine in questo libro del Dini». 

Non è il caso di fermarci qui a ricordare i numerosi matematici 
italiani che collaborarono, col Dini, alla modernizzazione della no- 
stra cultura scientifica; ci fermeremo soltanto su di un nome che 
— come già accennammo - rappresenta il punto conclusivo della ope- 
ra di aritmetizzazione della matematica iniziata da Weierstrass: si 
tratta del nostro Giuseppe Peano (1858-1932). 

Molti e assai pregevoli furono i suoi contributi alla elaborazione 
critica dell’analisi; basti ricordare: le acutissime note da lui aggiun- 
te in appendice alle lezioni di analisi infinitesimale del Genocchi 
(1884); la scoperta (1890) della celebre curva, che oggi porta appun- 
to il nome di Peano, la quale riempie tutto un quadrato; il volumet- 
to, edito da Bocca nel 1888 col titolo Calcolo geometrico secondo 
l’Ausdebnungslebre di Grassmann, che pone su salde basi il calcolo 
vettoriale moderno ecc. Ma ciò che maggiormente ci interessa, per- 
ché segna una tappa veramente fondamentale nello sviluppo dell’e- 
sigenza del rigore, è la sua opera logico-matematica, esposta nelle 
varie edizioni del Formulario (1% ed. 1895; 5* ed. 1908) e in molte 
altre note e memorie. 

Esporremo rapidamente, nel capitolo 13, i concetti basilari della 
logica di Peano; qui basti ricordare che essi si ricollegano alla Cara- 
chteristica universalis di Leibniz e alle opere più recenti dell’inglese 
Giorgio Boole e del tedesco Ernst Schròder. Peano però sa portare 
un'atmosfera nuova in queste ricerche: atmosfera fatta di sempli- 
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cità, precisione e chiarezza, tanto dei concetti quanto dei simboli 
introdotti a esprimerli. 

In che cosa consiste l’aritmetismo di Peano? In primo luogo nella 
riduzione di tutti i rami della matematica a concetti e operazioni che 
si definiscono per mezzo dei concetti aritmetici e perciò trovano in 
essi il loro fondamento; in secondo luogo nella erezione di tutto l’e- 
dificio aritmetico su certi concetti base indefiniti e su certe propo- 
sizioni indimostrate, di cui non si indaga l’origine. La maggiore diffi- 
coltà di questo lavoro consiste - come bene scrive il Waismann - 
«nel tener lontane numerose associazioni di idee, che l’uso corrente 
della lingua porta con sé, e che in ogni istante minacciano di infil- 
trarsi — senza che ce ne accorgiamo - nelle nostre riflessioni: esse 
diminuirebbero l’esattezza dei processi dimostrativi, che debbono 
basarsi sulle sole ipotesi esplicitamente riconosciute». Orbene: è 
precisamente qui che interviene il simbolismo logico di Peano; è qui 
che esso s’inserisce nel processo di aritmetizzazione come suo stru- 
mento essenziale. La colossale architettonica costruzione del For- 
mulario non è certo una «proles sine matre creata» perché si con- 
nette direttamente alla grande opera di revisione critica della 
matematica, attuatasi per gradi nell’Ottocento, e in particolare si 
connette all’insegnamento di Weierstrass; essa porta però ur rigore 
nuovo che supera quello di tutti i predecessori di Peano, perché, 
attraverso lo schematismo dei simboli, il nostro analista riesce a pre- 
cisare ogni concetto per quanto sottile, ogni rapporto di concetti per 
quanto complicato e difficile. 

Anche se, oggi, noi non troviamo comodo valerci della scrittura 
simbolica di Peano (e preferiamo condurre le più difficili dimostra- 
zioni matematiche nel linguaggio ordinario), resta però il fatto che 
«è possibile» in via teorica tradurre tutta la matematica in simboli; 
e questa possibilità costituisce la garanzia contro possibili errori 
dovuti all’imprecisione del linguaggio ordinario; costituisce il sicu- 
ro tribunale, cui sappiamo di poter ricorrere in ultima istanza quan- 
do ci assale il dubbio di avere accolto nelle nostre dimostrazioni 
qualche ipotesi surrettizia. 
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3. 


Accennai nel capitolo 10, paragrafo 5, ai motivi per cui ritengo 
opportuno restringere notevolmente gli argomenti da prendere in 
esame in questa terza parte del corso. Ciò spiega perché io non fac- 
cia qui parola dell’opera di uomini come Hermite, Brioschi, Poin- 
caré, e tanti altri, che pur diedero contributi così notevoli allo svi- 
luppo dell’analisi infinitesimale e meriterebbero certo di occupare 
posti di grande rilievo in una storia completa di questa disciplina. 
Qualcuno potrà osservarmi tuttavia, che dovrei almeno dire qualco- 
sa di quegli altri analisti, che si distinsero in modo particolare nella 
rielaborazione critica dell’analisi: Du Bois-Reymond, Heine, Schwarz 
ecc. Rispondo che mi sembra lecito, per amore di brevità, passare 
sotto silenzio la loro opera, dato che essa rientra fondamentalmen- 
te in quell’ordine di idee e di problemi che ho cercato di delineare 
nei paragrafi 1 e 2 dell’attuale capitolo. In altri termini: essi non 
rappresentano una fase dello sviluppo critico diversa da quella di 
Weierstrass, e perciò chi ha capito il senso critico e logico dell’ope- 
ra di Weierstrass può facilmente capire anche il senso dei loro lavo- 
ri. Invece la stessa cosa non può venire ripetuta per Gottlob Frege, 
e quindi credo indispensabile fermarmi a esaminare con qualche at- 
tenzione il suo pensiero. 

Scrive Waismann: «mentre Peano ha terminato la riduzione del- 
la matematica all’aritmetica, con Frege inizia la sua riduzione alla 
logica». Credo istruttivo, per illustrare il senso di questa riduzione 
alla logica, riferire qualche brano dall’importante opera di Frege Die 
Grundlagen der Arithmetik;* da essi si vede il profondo carattere di 
novità insito nel problema cui tale opera si rivolge «che cosa sono i 
numeri naturali?» 

Frege comincia a osservare che « dopo essersi allontanata per lun- 
go tempo dal rigore euclideo, ora la matematica è tornata ad esso e 
tende a superarlo ... Oggi si richiede una dimostrazione per molte 
proprietà che prima furono ritenute evidentemente valide; anzi, 
solo questo fu il modo di scoprire in vari casi i limiti della loro vali- 


4 Essa trovasi tradotta, con altri brevi lavori di Frege, in un volume dal titolo Arit- 
metica e logica a cura di L. Geymonat, Einaudi, Torino 1947. 


ESIGENZA CRITICA NELLA SECONDA METÀ DELL'OTTOCENTO I9I 


dità. I concetti di funzione, di continuità, di limite, di infinito rive- 
larono la necessità di una più precisa determinazione; il numero 
negativo e l’irrazionale, già da lungo entrati a far parte della mate- 
matica, dovettero sottoporsi a un più preciso esame». Se però si 
domanda che cosa sia il numero uno, ancor oggi «la maggioranza dei 
matematici non ha pronta alcuna risposta soddisfacente ... Eppure: 
non è vergognoso per la scienza, di essere tanto all’oscuro su di un 
oggetto che le sta così vicino e che pare così semplice? Né vi è da il- 
ludersi: non sapendo definire il numero uno, tanto meno si saprà 
dire che cosa sia un intero in generale... E allora riuscirebbe ben dif- 
ficile spiegare con perfetta chiarezza i numeri negativi, i frazionari, 
i complessi, finché non si sia fatta luce completa sul fondamento 
stesso di tutto l’edificio dell’aritmetica». 

E, come ognun vede, una critica abbastanza esplicita all’atteggia- 
mento dei matematici come Weierstrass e Peano i quali si acconten- 
tavano di riportare tutti i concetti aritmetici superiori al concetto 
base di numero naturale, e poi non andavano più a fondo: non cerca- 
vano una spiegazione logica di quest’ultimo concetto; lo davano per 
evidente, o indefinibile, o irriducibile ad altra idea più semplice. 

Ma dove trovare la base per definire concetti così semplici come 
lo zero, l’uno, il due ecc.? Dove trovare la base per dimostrare gli as- 
siomi dell'atiimencao È precisamente qui che sorge l’idea di ricon- 
durre tali concetti e tali proposizioni a una scienza più generale del- 
l’aritmetica: alla logica. 

«Il pensiero per concetti può in certo modo liberarsi dagli assio- 
mi della geometria, ammettendo l’opposto di ciò che viene asserito 
dall’uno o dall'altro di essi ... Orbene: si può ripetere lo stesso per 
le proposizioni fondamentali dell’aritmetica? La negazione di una 
di esse non porterebbe con sé la confusione più generale? Sarebbe 
ancora possibile il pensiero, quando si volesse sostenere tale nega- 
zione?» Il modo stesso con cui vengono poste queste domande ci fa 
prevedere la risposta cui Frege vuol giungere: «le leggi dei numeri 
debbono trovarsi nel più intimo rapporto con le leggi del pensiero». 
E la tesi centrale del logicismo; è il punto caratteristico della nuo- 
va fase dello sviluppo del rigore attuatasi per opera di Frege e di 
Russell. 

Veramente, già Dedekind aveva creduto di poter ridurre la mate- 
matica alla logica, ma l’opera in cui egli tentò di provare questa ridu- 
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cibilità? è ben lungi dal portare un vero contributo alla difficile tesi. 
Un forte passo innanzi è invece compiuto da Frege, sia nell’opera da 
cui abbiamo tolto i brani ora riferiti, sia nell’altra, di ben maggior 
mole, che porta il titolo Grundgesetze der Arithmetik.6 Da esse pro- 
vengono gran parte delle idee ampiamente sviluppate, alcuni anni 
più tardi, da Russell e Whitehead nei loro famosi Principia mathe- 
matica (1910-13). Va però notato che i due inglesi adottarono un 
simbolismo assai simile a quello di Peano, straordinariamente più 
semplice che quello usato da Frege nei Grundgesetze. 


4. 


Come vedremo nei prossimi capitoli, la definizione - ideata da 
Frege e perfezionata da Russell - di numero naturale ci riconduce a 
un altro concetto ancora più profondo: quello di insieme. 

Abbiamo già avuto occasione di illustrare nel capitolo 11, come 
l’importanza di questo concetto stesse ormai rivelandosi da varie 
parti, nel complicato processo del pensiero matematico in via di 
attuazione nel xrx secolo. Certo è che, anche sotto l’aspetto pura- 
mente aritmetico, il concetto di insieme non tardò a mostrare la sua 
straordinaria fecondità: e infatti, introdotto per definire i numeri 
naturali, esso fece scoprire ai matematici una categoria assai più 
ampia e difficile: quella dei numeri transfiniti. 

Il geniale ideatore della teoria generale degli insiemi e di quella, 
che da essa dipende, dei numeri cardinali e ordinali transfiniti fu il 
discepolo di Carlo Weierstrass che già abbiamo ricordato nel paragra- 
fo 1: Giorgio Cantor. Le sue fondamentali memorie sull'argomento 
risalgono agli anni 1879-84 e vennero pubblicate sui «Mathematische 
Annalen». (Ora sono raccolte con gli altri lavori matematici e filo- 
sofici dell’illustre autore in un volume edito da Springer nel 1932). 

Possiamo dire che esse furono veramente delle memorie babnbre- 
chend,” perché hanno aperto una nuova via nel pensiero scientifico 
moderno; via irta di ostacoli e difficoltà, ma capace anche - come 


5 È l’opera Was sind und was sollen die Zahlen tradotta in italiano da Zariski col titolo 

Essenze e significato dei numeri nel volume già citato al paragrafo 1 di questo stesso capitolo. 
6 [Trad. it. Leggi fondamentali dell’aritmetica, a cura di C. Cellucci, Teknos, Roma 1995]. 
? [Pionieristiche]. 
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vedremo - di farci raggiungere delle visioni meravigliose, piene di 
fascino e di sviluppi imprevisti. 

Alla esposizione critica della teoria di Cantor verrà dedicato un 
forte numero di capitoli di questa terza parte del corso. Non è quin- 
di il caso di volerne dare fin d’ora un’idea che, per essere sommaria, 
risulterebbe imprecisa e inefficace. Può invece essere utile ricorda- 
re i riflessi che lo sviluppo di questa teoria ebbe sull’indirizzo logi- 
cista di Frege e di Russell. 

Allorché nel 1903 Frege, dopo un lavoro di circa dieci anni, ave- 
va terminato il secondo volume dei suoi Grundgesetze,$ gli giunse 
improvvisamente una lettera - scritta da Russell - la quale, a mezzo 
di certe considerazioni sulla teoria degli insiemi infiniti, provava 
con indiscutibile chiarezza che uno dei metodi dimostrativi seguito 
da Frege conduce a una antinomia. Fu per lui un gravissimo colpo. 
«Proprio nel momento - scrive Waismann - in cui riteneva comple- 
ta la sua opera, Frege dovette riconoscere di aver costruito sulla sab- 
bia, o almeno di dover rinnovare per intero i fondamenti della sua 
costruzione. In un epilogo egli comunica questo fatto al lettore, e da 
quel momento interrompe la continuazione delle sue ricerche». Con 
la lettera di Russell e il fallimento dell’opera di Frege aveva inizio 
per la matematica un periodo particolarmente grave; quel periodo 
che porta il nome di «crisi dei fondamenti» e che ancor oggi è 
tutt'altro che chiuso. 


pi 


Lo stesso ideatore della grave antinomia cercò pure di ideare un 
rimedio che risolvesse la difficoltà e salvasse il logicismo. Trattasi 
della celebre «teoria dei tipi di Russell» che verrà da noi brevemen- 
te esposta nel capitolo 17. 

Con essa l’indirizzo logicista entra in una fase nuova, fase di bat- 
taglia, in cui deve parare continui attacchi, risolvere antinomie 
ancora più sottili e meglio radicate che quella di Russell. Né si può 
dire che tutti i matematici siano rimasti persuasi dalle soluzioni pro- 
poste da Russell (in ispecie la sua «teoria dei tipi ramificata» detta 
pure «teoria dei gradi» si mostrò poco soddisfacente). 


8 Il primo volume è del 1893. 
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Sorsero, pertanto, altri tentativi di risolvere il difficile problema 
delle antinomie, facenti appello a modi di vedere completamente 
diversi da quello di Russell. Uno dei più importanti è il tentativo 
ideato da Davide Hilbert con la sua assiomatica. 

Questa si connette ai più recenti sviluppi critici della geometria 
per cui gli studiosi moderni, insoddisfatti della vecchia costruzione 
degli Elementi di Euclide, mirano a sostituirle un nuovo edificio, 
rigorosamente privo di qualsiasi, esplicito o implicito, riferimento 
all’intuizione. Trattasi di un edificio in cui la forma prende un’im- 
portanza fondamentale, poiché ogni concetto o costrutto di concet- 
ti viene privato, in esso, di qualsiasi significato «contenutistico» per 
conservare unicamente il senso che deriva dalle regole che ne fissa- 
no il rapporto formale con gli altri concetti. 

Il metodo assiomatico venne applicato, nei primi anni del secolo, 
anche alla teoria degli insiemi; ne risultò una interpretazione pura- 
mente formale di essi (a opera, soprattutto, di Zermelo) che, per 
essere priva di ogni contatto con il linguaggio comune, sfuggiva alle 
antinomie fino allora conosciute. Incontrava però altre difficoltà, 
connesse a un celebre postulato (che porta appunto il nome di « po- 
stulato di Zermelo»), cui spetta - come vedremo - una posizione 
chiave in tutta la matematica moderna. Possiamo essere certi, a 
priori, che né da esso né dagli altri postulati base della teoria non 
scaturirà mai alcuna contraddizione? Ecco il celebre problema chia- 
mato da Hilbert «della non contraddittorietà», problema che egli 
ha creduto di poter risolvere con la sua «metamatematica». 

E inutile dire che ci troviamo qui davanti a problemi, di natura 
non solo matematica ma anche logica e filosofica, che sono forniti 
della massima attualità. Sarà compito dello sviluppo del nostro cor- 
so avviare quanto più è possibile alla loro comprensione. 


6. 


Negli ultimi decenni del secolo scorso insegnava all’Università di 
Berlino, accanto a Weierstrass, un altro insigne matematico di cui 
finora non abbiamo avuto l’occasione di ricordare il nome: Leopol- 
do Kronecker (1823-1891). Mentre Weierstrass riconobbe subito il 
valore della teoria degli insiemi ideata da Cantor, Kronecker invece 
mostrò contro di essa una irriducibile diffidenza. 
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L'opposizione di Kronecker a Cantor presenta per noi il più vivo 
interesse, sia da un punto di vista storico che da un punto di vista 
logico. Da essa infatti trae origine il terzo grande indirizzo, che ha 
tentato di risolvere la cosiddetta «crisi dei fondamenti»: l’indirizzo 
empirista (o intuizionista). 

La tesi più caratteristica del nuovo indirizzo sta nel ritenere che 
la base effettiva della matematica sia qualcosa di non definibile per 
via puramente logica né di determinabile per via assiomatica: sia 
cioè il prodotto di una intuizione primitiva di carattere esclusiva- 
mente matematico. Per Kronecker l’inizio di tutto il grande edificio 
è la serie dei numeri naturali, a partire dalla quale noi possiamo poi 
costruire con le nostre definizioni tutti gli altri enti considerati: «il 
buon Dio ci ha dato tale serie; tutto il resto è opera dell’uomo». 

Questo indirizzo venne seguito - e con molto successo — nei pri- 
mi anni del nostro secolo dalla scuola francese (Borel, Lebesgue 
ecc.), che tanti meriti si acquistò nello studio delle funzioni di varia- 
bile reale. Tale scuola non rifiuta più, come Kronecker, tutta la teo- 
ria cantoriana degli insiemi, ma la riduce a pochi capitoli, negando 
per esempio tutte le proposizioni che risultano connesse al postula- 
to di Zermelo. 

Un ulteriore passo venne infine compiuto, dall’indirizzo intui- 
zionista, nello studio del continuo. Esporremo nel cap. 19 i diversi 
caratteri del continuo aritmetico e del continuo geometrico, e la net- 
ta posizione presa in favore di quest’ultimo dai più recenti rappre- 
sentanti dell’intuizionismo (Brouwer, Weyl ecc.). Vedremo pure 
che questa loro posizione si collega a un generale atteggiamento cri- 
tico, non solo contro il postulato di Zermelo, ma pure contro il prin- 
cipio logico del terzo escluso. 

Il giungere allo studio di queste posizioni dopo un ampio esame 
storico dello sviluppo dell’analisi infinitesimale dai tempi di Zeno- 
ne a oggi, ci metterà nelle condizioni più favorevoli per comprende- 
re il significato anche filosofico di tali problemi. Ci permetterà di 
comprendere che alcune fra le più gravi questioni di oggi, connesse 
ai concetti base dell’analisi infinitesimale, non sono che la traduzio- 
ne in termini moderni, limpidi e rigorosi, di questioni che preoccu- 
parono i massimi pensatori di tutte le epoche. Così la storia e la filo- 
sofia delle matematiche riveleranno l'importante funzione ausiliaria 
che ciascuna ha per l’altra. 


13. 


I numeri naturali 


Esporremo brevemente, in questo capitolo, i fondamenti dell’arit- 
metica secondo Peano e secondo Russell; accennando infine ad alcu- 
ne difficoltà che si incontrano, a giudizio dei critici più moderni, nel 
concetto di «classe» (o «insieme»), che sia Peano che Russell accol- 
gono senza spiegazione all’inizio del loro pur così rigoroso edificio. 

L’aritmetica di Peano si innesta, in modo inscindibile, sulla sua 
logica matematica; è quindi indispensabile premettere anzitutto qual- 
che notizia sia pure molto schematica e incompleta sui fondamenti 
della logica peaniana. 

Ugo Cassina, il discepolo di Peano che tanta cura dedicò a espor- 
re l’opera del maestro,? distingue nella formazione della logica di 
Peano tre fasi: 1) studio dei lavori di G. Boole ed E. Schréder sul 
calcolo delle classi e dei lavori di C.S. Peirce e H. MacColl sul cal- 
colo delle proposizioni e osservazione esplicita, mediante l’introdu- 
zione di un simbolo operatorio appropriato, dell’identità del calco- 
lo delle classi con il calcolo delle proposizioni; 2) creazione della sua 
ideografia e risoluzione completa, per mezzo di una decina circa di 
simboli, del problema posto da Leibniz di scrivere completamente 
in simboli ogni proposizione di logica; 3) sistemazione della logica 
come scienza matematica. Noi dovremo, per brevità, tralasciare l’e- 
sposizione di questa terza fase; ci basti dire che, in essa, Peano 


1 Vedi: 1) In occasione da septuagesimo anno de Giuseppe Peano, in «Schola et Vita, 
organo de Academia pro interlingua», 1928; 2) L’oeuvre philosophique de G. Peano, in 
«Revue de Métaphysique et de Morale», 1933. 
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enuncia con estrema esattezza undici proposizioni primitive, a par- 
tire dalle quali - servendosi del principio di sostituzione e del prin- 
cipio di invertibilità —- costruisce a grado a grado tutta la logica 
matematica come scienza deduttiva. Indispensabile è, invece, esa- 
minare un po’ più in dettaglio la prima e la seconda fase. 

La perfetta equivalenza tra calcolo delle classi e calcolo delle con- 
dizioni è provata da Peano con l'introduzione di due operatori (inver- 
si uno dall’altro) che fanno passare dalle classi alle condizioni e dal- 
le condizioni alle classi. È questa una delle più belle scoperte del 
grande logico piemontese. 

I due operatori anzidetti sono denotati da Peano con i due sim- 
boli E e 3. 

Sia data una classe A; il simbolo € ci permette di ricavare da essa 
una condizione «x E A». Questa condizione ci dice «l'elemento x 
appartiene ad A, ossia è un elemento di 4»; essa ci impone, cioè, di 
considerare quegli x (quei soli x) che appartengono ad A. 

Viceversa: sia data una condizione p in x ed eventualmente in 
altre variabili; allora «x 3 p» indica la classe formata dagli x che sod- 
disfano la condizione p. Il simbolo 3 si legge «tale che»; esso ci 
impone di considerare la classe formata dai soli valori che sostituiti 
alla variabile x rendono soddisfatta la condizione p. 

E inutile insistere, tanto la cosa è evidente, sull’importanza di 
questa riduzione del calcolo delle classi al calcolo delle proposizioni: 
essa fu il grande strumento che permise a Peano di dare una forma 
nuova e semplice a tutta la sua logica, e di farne le brillanti applica- 
zioni cui fra breve accenneremo. 

Oggi, alcuni logici moderni ritengono di non poter più conside- 
rare come esauriente la riduzione peaniana, in quanto esiste tutta 
una «logica delle relazioni» che non si può tradurre in rapporti fra 
classi. Essi hanno quindi sviluppato, per questa logica delle relazio- 
ni, nuovi calcoli basati su simboli diversi da quelli di Peano, Tale 
scoperta non ha tuttavia diminuito l’importanza e la genialità del- 
l’opera del Nostro; ha tutt'al più mostrato che, accanto alla logica di 
Peano, esistono altri rami più complessi della logica che richiedono 
altri mezzi di analisi. 
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Zi. 


Riferiamo ora alcuni dei principali simboli della logica di Peano 
insieme con le loro proprietà più caratteristiche la cui precisazione 
risale - secondo il Nostro - ai lavori di Leibniz. 


Implicazione di classi: I 

Siano A e B due classi; dire che A implica B, cioè A D B significa 
affermare che la classe A è compresa nella classe B; e perciò ogni ele- 
mento della prima appartiene pure alla seconda. 

Il simbolo di implicazione può anche venire scritto fra due pro- 
posizioni p e g contenenti una variabile x; in tal caso, però, gli si 
aggiunge in basso l’indice x che sta a significare «qualunque sia il 
valore di x, la proposizione p implica la 9g» e cioè «la classe degli x 
che soddisfano la condizione p è contenuta nella classe degli y che 
soddisfano la condizione 9g». Ecco, in simboli, la definizione del- 
l’implicazione fra proposizioni: 


p>.g9.=.(xI3p)>3(x3g). 


Va notata la radicale differenza tra il simbolo di appartenenza € 
e il simbolo di implicazione 2 . Il primo lega un elemento a una clas- 
se; il secondo lega due classi fra loro. Quello non gode della pro- 
prietà transitiva, questo sì. E invero: se un elemento 4 appartiene a 
una classe A; se la classe A (pensata come individuo) appartiene 
a una Classe di classi K; l'elemento 4 non appartiene a K. Invece: se 
una classe A è contenuta nella classe B, se la classe B è contenuta 
nella classe C, sarà pure A contenuta in C. 


Prodotto di classi: N 


Date due classi A e B, dicesi loro prodotto, e si indica con AN B, 
la classe formata dagli elementi comuni ad A e a B. Se A e B non 
hanno elementi comuni, si dirà che il loro prodotto è la classe nulla 
(quella che Peano indica col simbolo /\\. 

La classe /\ può venire definita così: se un elemento x appartiene 
alla classe /\, esso apparterrà a ogni altra classe. 


2 [Il segno = tra proposizioni significa «se e solo se»]. 
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Somma di classi: U 


Date due classi A e B, dicesi loro somma, e si indica con A U B, 
la classe formata dagli elementi che appartengono all'una almeno 
delle due. 

Molto importante è anche il segno di negazione. Premesso a una 
classe A, esso indica la classe formata dagli elementi che non appar- 
tengono ad A; premesso al segno di eguaglianza esprime «non è 
uguale a». 

Combinando i segni precedenti, si vede subito che vale la seguen- 
te eguaglianza: 

—-(<AU-B)=ANB [1] 

Non possiamo riportare tutti i segni nuovi, introdotti da Peano 
per indicare nuovi ben precisi concetti logici sfuggiti alla mente di 
Leibniz. Già accennammo ai due fondamentali E e 3; basti ora 
aggiungere il simbolo 3 che denota la esistenza. Eccone la defini- 
zione di Peano: «se A è una classe, dire che esistono degli A equiva- 
le a dire che A non è la classe nulla». In simboli 


AES; IA.=.A-=/\ [2] 


La [1]e la [2] sono primi esempi di rapporti intercedenti fra i vari 
simboli della logica matematica di Peano. Ne citeremo ora qualche 
altro, che lasciamo all’interpretazione del lettore:? 


x=.D.y=x (proprietà simmetrica dell’eguaglianza) [3] 


x=%.y=2.2D.x=2 (proprietà transitiva dell’eguaglianza) [4] 


A.BECI8; ADB.=.AUB=B* [5] 
A.BECIS; ADB.B=/\.D.A=/\ [6] 
AE€GCl8; FA.=.-A-=AU-A [7] 


Rinviamo, per l'enunciazione simbolica precisa delle undici pro- 
posizioni logiche primitive, e per l'ampio sviluppo delle numerose 
proposizioni logiche da esse ricavabili, al Formulario di Peano. 


3 Si osservi che il punto (.) segnato fra due asserti equivale alla congiunzione «e»; i 
punti segnati prima e dopo il simbolo 2 stanno invece a indicare la separazione tra l’ipo- 
tesi e la tesi. 

4 Il gruppo di simboli che precedono il (;) indica l’ipotesi che «A e B siano classi». La 
[5] - come ci ricorda Peano - era già nota a Leibniz, che così la enunciava: «Si A est in B, 
erit A + Boo B...SiA+BooB, tunc Aerit in B». 
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3. 


L’aritmetica di Peano si fonda su tre idee, assunte come primiti- 
ve: l’idea di numero naturale No, di zero e di successivo. (Se 4 è un 
numero naturale, a + indica il successivo di a). 

Stabilito anzitutto che «numero naturale» è il nome di una clas- 
se, e cioè Ng E CI6, Peano fissa con molta precisione e chiarezza 
cinque proposizioni primitive che legano fra loro, per mezzo dei 
simboli logici, le tre idee primitive anzidette. Queste proposizioni 
sono oggi ben note a ogni studioso di fondamenti dell’aritmetica, e 
vengono solitamente designate col nome di «assiomi di Peano». 

Ecco il loro enunciato, prima in simboli, e poi in parole del lin- 
guaggio ordinario: 


1)0€N, 
Zero è un numero naturale. 


2)aEN,.D.a+tEN, 


Se a è un numero naturale, il successivo di 4 è un numero natura- 
le; cioè ogni numero naturale è seguito da un numero naturale. 


3) SE €[6.0E5:xEN5NS.D,.x+tES:D.Ng25S 


Sia S una classe, e sia zero un individuo di questa classe; supponia- 
mo ancora che, se x è un numero naturale qualunque appartenente 
a questa classe $, si deduca che anche il suo successivo appartiene a 
S: allora ogni numero naturale appartiene a S. Questa proposizione 
si chiama «principio di induzione completa» e può anche enunciarsi 
in quest'altro modo: se $ è una proprietà, e zero gode di questa pro- 
prietà; se ogni volta che un numero naturale ha questa proprietà, 
anche il suo successivo ha tale proprietà; allora ogni numero natura- 
le gode della proprietà considerata. 


4) a DEN;.at=b+.9.a=b 

Due numeri naturali sono eguali, se sono eguali i loro successivi. 
5)aEN,.D.at-=0 

Il successivo di un numero non è mai eguale a zero. 
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4. 


Abbiamo già detto nel capitolo 12 che è davvero meravigliosa la 
esattezza con cui Peano costruisce, a partire dal sistema primitivo 
ora esposto, tutto il complesso edificio dell’aritmetica e dell’analisi. 
Non soltanto egli raggiunge con il suo simbolismo un rigore fino 
allora sconosciuto, ma riesce a precorrere molte idee che verranno 
riscoperte parecchi anni dopo da altri matematici e che oggi sono 
per lo più note sotto altri nomi. Basti ricordare che fu Peano il pri- 
mo a definire i concetti di lunghezza, area, volume per mezzo del 
solo concetto di limite superiore. Anche la teoria della misura degli 
insiemi - che noi esporremo in forma schematica nel capitolo 23 
appoggiandoci in particolare alla scuola francese (Borel, Lebesgue) - 
trovò in Peano uno dei suoi primi più profondi iniziatori. 

Nel presente paragrafo noi ci limiteremo a riferire le definizioni 
date da Peano, della somma e del prodotto di due numeri naturali 
sulla base del principio di induzione. E, sempre a titolo di esempio, 
riferiremo le dimostrazioni di alcune loro proprietà. 


Definizione di somma 


a+0=a 
a+(50+)=(a+0b)+ [8] 


Ponendo in quest’ultima formula dè = 0, 2 = 1, otteniamo per 
esempio: 


a+tl=a+ (infatti 1 è il successivo di zero, cioè 1=0+) 
a+2=(a+)+ (infatti2=1+) 
Per definire la somma di tre addendi, basta porre: 
a+b+c=(a+b)+c. 


Analogamente per quattro o più addendi. 


Definizione di prodotto 


aX0=0 
aX(b+)=(aXb)+a [9] 
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Ponendo in quest’ultima formula è = 0, 5 = 1, otteniamo: 


aX1=0+4a (infatti1=0+) 
aX2=a+a (infatti2=1+) 

Teorema La somma di tre addendi gode della proprietà associati- 
va, e cioè: 
(a+b)+c=a+(b+c) [10] 
La dimostrazione viene condotta, da Peano, in tre tempi. 

Primo passaggio: la proprietà vale per c = 0. 


(a+2)+0=a+db.a+(b+0)=a+20.2.(a+5)+0=a+(5+0) 


Secondo passaggio: se la proprietà associativa è valida per un cer- 
to valore di c, è anche valida per c + 1. 


(a+05)+c=a+(b+c).D.[(a+d5)+c]+1=[a+(0+c)]+1 
.D.(a+5)+(c+1)=a+((50+c)+1) 
.D.(a+0)+(c+1)=a+(5+(c+1)). 


Terzo passaggio: applicando il principio di induzione completa si 
deduce, dal risultato dei due primi passaggi, che la proprietà è vali- 
da per qualunque valore di c. 


Teorema I/prodotto gode della proprietà distributiva rispetto alla 


somma, cioè: 
a+(b+c)=ab+ac. [11] 


Qui di nuovo si possono ripetere i tre passaggi. 
Primo passaggio: per la definizione dib +0 e dia X0si ricava che 
la proprietà in esame è valida, qualunque sia 2, per c = 0. 


alb +0)= ab +a0 


Secondo passaggio: se la proprietà è valida per un certo valore di c, 
è anche valida per c + 1. Infatti: 
per la proprietà associativa della somma si ha: 


a(b+(c+1))=a((5+0)+1); [12] 
per la seconda formula, riferita nella definizione del prodotto, si ha: 


a((b+c)+1)=a(b+c)+a; [13] 
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ora, se supponiamo valida la proprietà in esame per un certo valore 
di c, supponiamo cioè che sia 


alb+c)=ab+ac, [14] 
ne deduciamo: 
al(b+c)+1)=ab+ac+a [15] 
donde 
a((b+c)+1)=ab+a(c+1). [16] 
Combinando la [12] e la [16], si ottiene finalmente 
alb+(c+1))=ab+4a(c+ 1) [17] 


la quale formula dimostra che la proprietà in esame è vera per (c + 1). 

Terzo passaggio: dal risultato ottenuto nel primo e da quello otte- 
nuto nel secondo passaggio si ottiene, applicando il principio di in- 
duzione completa, che la proprietà è valida per qualunque c. 

Bastano questi esempi per dimostrare l’essenziale importanza 
dell’induzione completa in tutta l’aritmetica di Peano. Proprio per- 
ciò il principio di induzione divenne oggetto di particolari discus- 
sioni nei continuatori e commentatori del Nostro. 


di 


Già abbiamo accennato schematicamente nel capitolo 12, al pro- 
cesso evolutivo che portò dal cosiddetto indirizzo di aritmetizza- 
zione della matematica all’indirizzo logicista. Ora è venuto il 
momento di aggiungere qualche maggiore spiegazione al riguardo. 
Riferiremo a tale scopo alcune interessanti critiche elevate da Rus- 
sell alla costruzione di Peano (critiche che lo studente può trovare 
dettagliatamente esposte sia nelle opere di Russell, sia nell’opera 
Introduzione al pensiero matematico di Federico Waismann). 

I cinque assiomi di Peano non determinano completamente il 
concetto di numero naturale. Russell lo dimostra subito con qualche 
esempio: 

1) supponiamo di stabilire che «0» significhi 100, e «numero» 
significhi ogni numero naturale da 100 in poi; «successivo» conser- 
vi il suo solito significato; si vede senza difficoltà che i cinque assio- 
mi di Peano si trovano integralmente soddisfatti. 
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2) «O» possegga il suo solito significato, ma per «numero» si in- 
tendano soltanto i numeri che nel linguaggio comune si chiamano 
«pari»; per «successivo» di un numero si intenda quello che, nell’a- 
ritmetica comune, si ottiene da esso coll’aggiunta di 2. Anche qui è 
facile provare che gli assiomi di Peano si trovano tutti verificati. 

3) «O» significhi il numero 1; numero significhi un termine della 


serie 
1 1 i 


> PE 
e «successivo» significhi «metà di». Anche questa serie verifica gli 
assiomi di Peano. 

In generale: ogni progressione, previe opportune convenzioni sul 
significato dei termini «zero», «numero», «successivo», soddisfa î 
cinque assiomi di Peano. Dunque essi non caratterizzano il concetto 
della serie dei numeri naturali, ma un’idea assai più ampia, e perciò, se 
vogliamo costruire l’aritmetica dei numeri naturali (non l’aritmeti- 
ca delle progressioni generiche), dobbiamo cercare qualcosa di più 
profondo degli assiomi di Peano. 

Taluno potrebbe sperare di uscire dalla difficoltà ora accennata, 
aggiungendo qualche ulteriore assioma ai cinque di Peano. Neppu- 
re questa via d’uscita risolve il problema. E infatti - come scrive 
Waismann nel capitolo 9 dell’opera ora citata - «Skolem dimostrò 
vana ogni speranza del genere. Egli ha provato che non si riuscirà 
mai a caratterizzare la serie dei numeri con un gruppo finito di assio- 
mi. Ogni enunciato valido nell’aritmetica dei numeri naturali, vale 
pure in sistemi affatto diversi da essa; è quindi assurdo voler sco- 
prire qualche proprietà interna alla serie dei numeri, che sia in gra- 
do di distinguerla da qualunque altra serie». 

Furono le critiche ora riferite a spingere Russell alla ricerca di 
qualche altra disciplina che si rivelasse più capace dell’assiomatica 
di Peano a determinare la serie dei numeri naturali: questa discipli- 
na era la logica. Ma qui Russell trovò che il lavoro era già stato in 
gran parte compiuto da Frege; perciò l’aritmetica di Russell non fa, 
in sostanza, che esporre in forma tecnicamente più moderna quan- 
to era già stato scoperto dal logico tedesco. 

Per comprendere l’opera di Frege, occorre anzitutto mettere bene 
in chiaro una premessa: il numero esprime - secondo Frege - una 


1, 
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proprietà che spetta, non agli oggetti numerati, ma al concetto di tali 
oggetti. Per esempio: quando si afferma «Venere ha zero satelliti» 
si attribuisce il numero zero, non agli oggetti «satelliti di Venere» 
che non esistono, ma al «concetto di satelliti di Venere». 

Ciò posto, Frege comincia a spiegare il concetto di «egualmente 
numeroso»; da esso ricaverà poi il concetto di numero naturale. 

Ecco la definizione logica di «egualmente numeroso» - che rife- 
riamo conle stesse parole di Frege -: «Stabiliremo di dire che il con- 
cetto F è egualmente numeroso del concetto G, allorché esiste la 
possibilità di porre in corrispondenza biunivoca gli oggetti che cadono 
sotto l’uno con quelli che cadono sotto l’altro concetto». Qui l’espres- 
sione «egualmente numeroso» va pensata come «scelta ad arbitrio», 
e non dipendente dalle due parole che la compongono; il rapporto su 
cui essa si fonda è solo la corrispondenza biunivoca. 

Come si può, ora, passare dal concetto di «egualmente numero- 
so» al concetto di «numero»? 

La risposta di Frege è semplice e chiarissima: «il numero natura- 
le che spetta al concetto F non è altro che l'estensione del concetto 
“egualmente numeroso” a F». Per esempio: «lo zero è l'estensione 
del concetto “egualmente numeroso” al concetto di “diseguale da se 
stesso” ». (In altri termini: il concetto «diseguale da se stesso» è un 
concetto che non può venire attribuito ad alcun oggetto; ad esso, 
come gli altri concetti che non possono venire attribuiti ad alcun 
oggetto, spetta il numero zero). 

Volendo tradurre queste idee di Frege in termini più moderni, 
Russell parla di classe anziché di concetto o di estensione. Dice per- 
tanto: il numero spettante a una classe C è la classe di tutte le classi in 
corrispondenza biunivoca con C. Per esempio il numero spettante 
alla classe vuota è lo zero: esso è la classe di tutte le classi vuote. 


6. 


Già Frege si era accorto che la definizione del numero come «e- 
stensione del concetto “egualmente numeroso” », e cioè (secondo la 
terminologia di Russell) come «classe di classi» non comprende in sé 
soltanto i numeri finiti. Possiamo infatti considerare la classe costi- 
tuita da tutti i numeri naturali e domandarci quale numero spetta ad 
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essa: le spetterà il numero costituito dalla classe di tutte le classi in 
corrispondenza biunivoca con la serie dei numeri naturali. Questo 
numero è ovviamente infinito. 

Per completare la definizione di Frege, occorre dunque, fra tutti 
i numeri così definiti, determinare i numeri naturali. Ciò è stato 
compiuto da Russell per mezzo dei tre concetti di: successivo, classe 
ereditaria, posterità (concetti tutti che, secondo l’illustre pensatore 
inglese, sarebbero — come il concetto di classe e di corrispondenza 
biunivoca - di natura puramente logica). 

Dati due numeri x e 77 definiti come classi di classi, si dirà che # 
è successivo di w7 allorché esiste una classe C e un elemento x di 
essa, tali che: x sia il numero spettante alla classe C e 7 il numero 
spettante alla sottoclasse di C formata da tutti gli elementi di C 
diversi da x. 

Si dice che una classe K di numeri è ereditaria allorché: se essa 
contiene un numero 77, contiene sempre anche il successivo di 7. 
Per esempio la classe formata dai primi trenta numeri naturali 1, 2, 
3... 29, 30 non è ereditaria perché, pur contenendo il numero 30, 
non contiene il successivo di 30. 

Per posterità del numero a si intende il prodotto di tutte le clas- 
si ereditarie di a. E cioè: siano K,, K,... tutte le classi ereditarie del 
numero &; la posterità di x sarà il prodotto K}NK,NK;N..., ossia 
l’insieme degli elementi comuni a tutte queste classi. (Si vede subi- 
to che ogni numero & appartiene alla sua posterità). 

Premesse queste tre definizioni, e ricordata la definizione russellia- 
na del numero zero, possiamo finalmente enunciare la definizione 
(poco fa promessa) di numero naturale: « La serie dei numeri naturali è 
la posterità di zero » (Russell). 

Partendo da questa definizione è facile, secondo Russell, dimo- 
strare tutti e cinque gli assiomi di Peano (o almeno tutti fuorché il 
quarto). Diamo un cenno al suo ragionamento. 

Che zero sia un numero naturale (nel senso della definizione di 
Russell) risulta subito dal fatto che zero appartiene alla propria 
posterità. 

Poiché ogni classe ereditaria di x (e quindi in particolare di zero), 
se contiene un numero 77 contiene anche il successivo di 77, così 
accade certo della posterità di x (e quindi in particolare della poste- 
rità di zero). Ne segue subito il secondo assioma. 
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Il principio di induzione resta dimostrato perché viene inserito 
nella definizione stessa di numero naturale (cioè di posterità). 

Infine anche il quinto assioma può venire provato facilmente, 
tenendo conto che la classe vuota non contiene alcun elemento; in 
essa quindi non può venire individuato un elemento x tale da poter- 
si considerare la «sottoclasse degli elementi della classe data diversi 
da x». Basta ricordare la definizione stessa di successivo, per con- 
cluderne che il numero spettante alla classe vuota non è il successi- 
vo di alcun numero. 

Le difficoltà sorgono — secondo Russell —- a proposito del quarto 
postulato: due numeri, aventi i successivi tra loro eguali, sono egua- 
li. Supponiamo, osserva Russell, che al mondo esistano solo dieci 
oggetti; in tale ipotesi non sarebbe possibile formare alcuna classe di 
undici elementi, e perciò la classe di tutte le classi di undici elemen- 
ti sarebbe in realtà una classe vuota. Lo stesso accadrebbe per la 
classe di tutte le classi di dodici, tredici ecc. elementi. Dunque l'11 
sarebbe eguale al 12; e perciò 10 e 11, pur essendo due numeri fra 
loro diversi, avrebbero successivi eguali, in contrasto con il quarto 
assioma di Peano. Per escludere questa possibilità occorre ammet- 
tere l’assionza dell'infinito «dato un numero N, comunque grande, 
esiste al mondo almeno un insieme di N oggetti». Con esso, parten- 
do dalla definizione russelliana di numero naturale, si dimostrano 
tutti cinque gli assiomi di Peano; senza di esso non si può dimostra- 
re il quarto. 


7. 


Non è necessario spendere molte parole per mettere in luce il 
carattere assai singolare dell’assioma dell’infinito, che introduce 
surrettiziamente un'affermazione su fatti del mondo fisico nell’edi- 
ficio della logica. Esso venne criticato da varie parti, e oggi non è 
accolto che da pochi studiosi. 

L’assioma dell’infinito ci mette in guardia dall’accettare con 
troppa facilità le definizioni di Frege-Russell; ci avverte che in esse 
vi è forse qualcosa di non così chiaro come potrebbe apparire a pri- 
ma vista. Questo qualcosa è lo stesso concetto di classe o insieme. 
Sarà pertanto opportuno compiere al più presto un primo, rapido, 
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esame di tale concetto avvalendoci, oltreché di quanto riferito finora, 
anche della definizione di insieme che qualche anno prima era stata 
assunta da Giorgio Cantor a base della sua «teoria degli insiemi». 

Ecco la definizione di Cantor: «un insieme è la riunione in un 
tutto di oggetti distinti e determinati della nostra intuizione o del 
nostro pensiero, che saranno detti gli elementi dell’insieme». Dal 
punto di vista psicologico essa riesce abbastanza chiara, perché rin- 
via il concetto di insieme a dati ben conosciuti dell’esperienza ordi- 
naria, cioè alla percezione di oggetti coesistenti. Ma si può dire 
altrettanto dal punto di vista logico? No senza dubbio, poiché a ri- 
gore la definizione di Cantor cela in sé un ineliminabile carattere 
tautologico: definisce infatti il concetto di insieme (Merge) per mez- 
zo di quello di riunione (Zusammenfassung ... zu einem Ganzen) che 
non è né più semplice né più preciso di quello di insieme. 

Del resto, a ben riflettere, anche il carattere di intuibilità psico- 
logica è più un’apparenza che una realtà. «La parola “insieme” - scri- 
ve Arnold Reymond - designa simultaneamente il fatto del coesi- 
stere e la coscienza nozionale che noi ne abbiamo. Tuttavia, se, in 
quanto fatto, la coesistenza implica sempre un certo dato al pensie- 
ro, il pensiero però non riceve tale dato in modo puramente passivo. 
Esso interviene per esempio nella percezione sensibile per discrimi- 
nare spontaneamente gli elementi che, con la loro coesistenza, for- 
mano un insieme... Anche riguardato come il semplice fatto del coe- 
sistere, un insieme è dunque sempre il risultato di una selezione più 
o meno libera operata in un certo dato». 

Ciò premesso, dobbiamo davvero pensare che il fondamento ulti- 
mo del grande edificio aritmetico non sia proprio altro che questa 
nozione, composta in modo così ambiguo di «dati» e di «interventi 
attivi» del pensiero? Dovrebbe esser proprio questo il risultato defi- 
nitivo del grande lavoro di rigorosissima analisi operato dall’indi- 
rizzo logicista? La conclusione ci sembra tanto meno accettabile, se 
teniamo conto che il concetto di insieme coinvolge in sé - come 
vedremo nei prossimi capitoli — il delicatissimo concetto di «infinità 
attuale». L’assioma dell’infinito di Russell è sotto questo rispetto 
un campanello d’allarme che ci richiama alla gravità della situazione. 

Dal punto di vista strettamente matematico, la definizione di Can- 
tor introduce nel concetto di insieme due condizioni fondamentali: 
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1) occorre che gli elementi dell’insieme siano determinati, cioè si 
sappia — dato un elemento - se esso appartiene o no all’insieme; 

2) occorre che gli elementi dell’insieme risultino ben distinti fra 
loro. 

Orbene: pur senza anticipare il preciso esame degli esempi che 
esporremo dettagliatamente nei prossimi capitoli, possiamo dire 
però, fin da adesso, che questi due caratteri risultano qualcosa di 
tutt'altro che chiaro, se noi ci limitiamo a uno studio intuitivo degli 
insiemi infiniti. Supponiamo per esempio - cosa che oggi è di uso 
ordinario nelle matematiche - di voler considerare un segmento 
come «insieme degli infiniti punti che lo costituiscono»; soddisfa 
esso davvero, da un punto di vista intuitivo, alle due condizioni di 
Cantor? Esiste forse un criterio generale che ci permetta di decide- 
re con sicurezza se due punti, per quanto vicini tra loro, risultano o 
no distinti? (Parlo di criterio empirico, risultante dai fatti, e non 
ottenuto per via teorica con una complicata definizione matematica 
di «misura»). Ma vi è di più: possiamo davvero considerare i punti 
del segmento come qualcosa di dato, come «oggetti coesistenti» che 
sia lecito riunire in un insieme? La risposta non è facile allorché si 
parta dalla definizione sopra riferita di Cantor; questa definizione 
lascia infatti in una ambigua oscurità se gli elementi dell’insieme 
debbano essere «oggetti della nostra intuizione» oppure «oggetti 
del nostro pensiero». 

Vedremo nelle prossime pagine quali e quanti delicatissimi pro- 
blemi scaturiscano dal fatto, che non è per nulla intuitivo se certi 
insiemi «esistano» oppure no (proprio qui si inserirà la discussione 
del postulato di Zermelo). Il rigore della nostra indagine ci mostrerà 
quanto sarebbe ridicolo, per risolvere siffatti problemi, voler fare 
appello al dato. Che può significare per esempio, domandarsi se è 
dato o non è dato il numero «alef con dieci»? 

Riservandoci di tornare, con maggiore esattezza, sull'argomento 
quando avremo esposto i primi capitoli della teoria degli insiemi, ci 
pare comunque lecito concludere fin d’ora che: la concezione reali- 
stica di Russell (così come si palesa nel suo assioma dell'infinito) e di 
Cantor (così come risulta dalla sua definizione di «insieme») è per 
lo meno ingenua. E ben spiegabile quindi che i matematici e i logici 
più moderni non si siano accontentati di essa, ma abbiano cercato di 


zIO CAPITOLO TREDICESIMO 


completarla o per via assiomatica o con altri metodi. Il loro sforzo ci 
apparirà, poi, ancora più comprensibile quando avremo dato un cen- 
no alle antinomie che scaturiscono dai primi sviluppi della teoria di 
Cantor. 


14. 


I numeri cardinali 


I numeri definiti da Russell come «classi di classi» (indipenden- 
temente dal fatto di essere finiti o infiniti) portano il nome di «nu- 
meri cardinali». Essi equivalgono al concetto di «potenza» intro- 
dotto da Cantor nella sua teoria degli insiemi.! 

Non è difficile definire, per i numeri cardinali nella loro genera- 
lità, le operazioni di addizione e di moltiplicazione. 


Addizione Siano dati i numeri cardinali 77 e n. Esisteranno due 
insiemi M e N cui spettano i due numeri anzidetti. Supponiamo che 
ogni elemento di M sia diverso da ogni elemento di N; se ciò non è, 
possiamo renderli diversi con facili accorgimenti. Allora consideria- 
mo l’insieme S formato da tutti gli elementi di M e da tutti gli ele- 
menti di N. 

Si dimostra che: se, invece di partire da M e da N, partivamo da un 
qualunque insieme M' equipotente a M, e da un N' equipotente a N, 
giungevamo a un S' equipotente a S. Cioè, se sono M' — M, N'— N, 
sarà pure S'—S. 

Questo risultato ci permette di stabilire per definizione: il nume- 
ro cardinale somma di 77 con # è il numero spettante all’insieme $S (o 
all’insieme S' equipotente a $). 


1 Cantor chiama equipotenti due insiemi (o classi) con gli elementi in corrispondenza 
biunivoca, due insiemi cioè «egualmente numerosi» secondo la terminologia di Frege. 
Definisce poi come potenza di un insieme M la proprietà comune ad esso e agli insiemi 
equipotenti a M. 
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Se conveniamo di indicare con M la potenza dell’insieme M, con N 
la potenza di Ne così via, la definizione anzidetta si può scrivere così: 


M+N=5. 


Moltiplicazione Siano m, ni numeri anzidetti, M e N due insie- 
mi di potenza 7 ed n. Formiamo l’insieme P di tutte le coppie pos- 
sibili, ottenute aggregando un elemento di M a uno di N. 

Anche qui si dimostra subito che: se, invece di partire da M e da N, 
partivamo da M' — M e da N’ — N, giungevamo, seguendo il mede- 
simo procedimento di aggregazione, a un insieme P' — P. 

Ciò posto, si può stabilire per definizione: il numero cardinale p 
prodotto di 77 per n è il numero spettante all’insieme P (o all’insie- 
me equipotente P'). 

Si dimostra senza difficoltà che le operazioni così definite godono 
delle note proprietà commutativa, associativa, distributiva dell’ad- 
dizione e della moltiplicazione. Rinvio, per queste dimostrazioni, 
all'ottimo libro di Wactaw Sierpiriski, citato nell’ultimo paragrafo 
del capitolo 10. 

Dalle operazioni ora spiegate per i numeri cardinali nella loro 
generalità si ricavano - nel caso speciale dei cardinali finiti - le ope- 
razioni di somma e prodotto dei numeri naturali già definite per 
altra via nel paragrafo 2 del capitolo 13. 


2: 


Più complicato è definire l'operazione di elevazione a potenza. 
Cominciamo perciò con due insiemi finiti H e K, rispettivamente di 
h e di k elementi. Facciamo corrispondere gli elementi di H e quelli 
di K in modo che: a ogni elemento di K corrisponda sempre uno e un 
solo elemento di H, a un elemento di H corrispondano uno o più ele- 
menti di K, qualche elemento di H possa anche non comparire in 
questa corrispondenza. Per fare un esempio: siano 4, È, c, d gli ele- 
menti di H; 1, 2, 3 quelli di K; formiamo le seguenti combinazioni: 


a, b, c; 
aj b, di; 
b, bi bz 


Cp 4, 43 
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la prima fa corrispondere l'elemento a di H all’elemento 1 di K, il è 
di Hal 2di K,ilc di Hal3 di K; nella seconda manca il c; nella ter- 
za mancano 4, c, de il è corrisponde a più elementi di K ecc. 
Queste corrispondenze portano il nome di applicazioni dell’insie- 
me K nell'insieme H; ed è facile vedere che ognuna di esse determi- 
na una disposizione (con o senza ripetizioni) degli elementi di Ha 
gruppi di K. Il calcolo combinatorio ci insegna pertanto che tutte le 
possibili applicazioni del tipo suddetto sono in numero di ££. 
Ebbene, siano ora due numeri cardinali qualsiasi 7 e #; esiste- 


ranno due insiemi M e N tali che M = 77, N= n. Formiamo l’insieme 
A di tutte le applicazioni possibili di N su M. E facile vedere che: se, 
invece di partire da M e da N, partivamo da due insiemi ad essi equi- 
potenti M, e N;, giungevamo con lo stesso procedimento a un insie- 
me A, equipotente ad A. Possiamo dunque assumere, per definizio- 
ne, il numero 4 spettante ad A come potenza di 72”; porre cioè 


MN=A. 
Quanto venne spiegato all’inizio del paragrafo ci garantisce che, per 
insiemi finiti, questa definizione ci porta alla stessa operazione tra 
numeri naturali ordinariamente nota col nome di elevazione a potenza. 
Si dimostra che per numeri cardinali qualunque valgono le note 
proprietà delle potenze 
m'tP= np, (772° n)P = mP - nP ecc. 


3. 


Il concetto di eguaglianza ci porta, se lo applichiamo a numeri 
cardinali qualsiasi, ad alcuni fatti del tutto nuovi. Mentre un insie- 
me finito non può mai risultare egualmente numeroso a una sua par- 
te, ciò non è escluso invece per gli insiemi infiniti (e questa fu pro- 
prio la ragione per cui gli insiemi infiniti parvero assurdi a vari 
autori). Per esempio l’insieme dei numeri naturali è equipotente 
all’insieme dei numeri pari. Ne segue che: aggiungendo a un insie- 
me M un insieme N, non è escluso che si ottenga un insieme S equi- 
potente a M. Cioè per i numeri cardinali nella loro generalità può 
accadere che, pur essendo x #0, sia 


mtn=m. 
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Questo fatto sposta completamente gli ordinari rapporti di egua- 


glianza e di diseguaglianza. 
Dati due numeri cardinali 7, #, e presi due insiemi M e N tali che 


M=m, N=n, potranno verificarsi i seguenti casi: 

1) che M corrisponda biunivocamente a N; in tale caso avremo 71 = #; 

2) che M corrisponda biunivocamente a una parte (0 sottoinsieme) 
di N e N non corrisponda biunivocamente a una parte di M; in tale 
caso porremo 72 < n. 

3) che N corrisponda biunivocamente a una parte di M e M non 
corrisponda biunivocamente a una parte di N; in tal caso porremo 
m> n. 

4) che M corrisponda biunivocamente a una parte di M, e, con un’al- 
tra relazione, N corrisponda biunivocamente a un sottoinsieme di M; in 
tale caso si dimostra che esiste una terza relazione (ricavabile dalle due 
precedenti) che pone in corrispondenza biunivoca tutti gli elementi di 
M con tutti gli elementi di N. Si ricade pertanto nel primo caso, e si 
deve porre #2 = x. 

Il risultato ora accennato porta il nome di teoremza di equivalenza 
degli insiemi ed è di non immediata dimostrazione. Se M è equipo- 
tente ad una parte N, di N; e N è equipotente a una parte M, di M; 
ne risulta che N; sarà equipotente a una parte M, di M;; perciò, 
combinando le due corrispondenze, si ottiene che M è in corrispon- 
denza biunivoca con una parte M, di M,. Si tratta di dimostrare che, 
in questa ipotesi, M può anche venire posto in corrispondenza biu- 
nivoca con tutto M,. 

Sarà utile, per rendere intuitivi questi rapporti, rappresentare gli in- 
siemi con dei segmenti o, meglio ancora, porre M,= A, Mj)- M) = B, 
M — M; = C. La corrispondenza, nota per ipotesi, può venire indi- 
cata con: 


A+B+C<A. [1] 


Lo eee lato 
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Quella che vogliamo dimostrare per tesi è 
A+B+C-A+B. [2] 


La [1], portando A+B+C su A, verrà a determinare su A tre 
parti A;, B,, C;, in corrispondenza biunivoca con A, B, C; e per ana- 
loga ragione, verrà a determinare su A, tre parti A,, B,, C., in cor- 
rispondenza biunivoca con A;, B, C;; e così via. 


A B E 
PP  _NMNIEJ« 
A; B, C 
r——_—_ +-+ 
A; B, C, 
—_+_ +4 


Si ottiene pertanto una serie di corrispondenze ove è A, interno ad 
A; A, interno ad A;; A; interno ad A, ecc. Chiamiamo D la parte 
comune a tutti gli A,, parte che può anche essere un insieme vuoto. 
Si ha ovviamente: 


M=A+B+C=D+B+C+B,+C,+B,+C,+B,+C;+...[3] 


ove è chiaro che nessuno degli elementi B,, C, ha elementi in comu- 
ne con altri. 
Si ha pure: 
M,=A4+B=D+B+B,+C,+B,+C,+B;+C,+... [4] 
Ebbene: formiamo ora, come è possibile, la relazione così combina- 
ta (ove si osservi che C, è la parte di A che la relazione [1] mette in 
corrispondenza biunivoca con C): 


APObb 


O 
SLI 


N 


[5] 
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È chiaro che la [5] pone in corrispondenza biunivoca tutti gli ele- 
menti di M con tutti gli elementi di M,, e quindi dimostra la [2], cioè 
dimostra il teorema. 

I quattro casi finora considerati non esauriscono però tutti i casi 
possibili. Ne esiste infatti ancora uno: 


5) M ed N non siano confrontabili, cioè non esista alcuna corrispon- 
denza biunivoca che ponga in relazione tutti gli elementi di M con tutti 
o parte di quelli di N; né alcuna corrispondenza che ponga in relazione 
tutti gli elementi di N con tutti o parte di quelli di M. Non esiste, a 
priori, alcuna ragione che escluda questa possibilità. Essa ci dice che 
due numeri cardinali possono trovarsi di fronte a quattro diversi 
rapporti reciproci: 


I 


) 

I) mS% 
IIl)lm<zn 
IV) # inconfrontabile con # 

Escludere questo caso significa dimostrare la tricotomia #2 S n. Ve- 
dremo in seguito che essa equivale al celebre postulato di Zermelo, 


cui vogliamo accennare nel prossimo paragrafo. 


4. 


Come si sono definite le operazioni di addizione e di moltiplica- 
zione tra due numeri cardinali, così possono definirsi senza diffi- 
coltà le analoghe operazioni tra infiniti numeri cardinali. Per la mol- 
tiplicazione, però, sorge un grave inconveniente. 

Siano dati infiniti numeri cardinali che, per mera comodità (sen- 
za volerci con ciò limitare al caso che essi formino un gruppo nume- 
rabile), indicheremo con: 


N1,N2,N3... 


Formiamo gli insiemi N,, N;, N;... tali che N, =, N,= #,, N3=; 
ecc., e facciamo in modo che gli elementi di ognuno di essi siano distin- 
ti dagli elementi di qualunque altro. Per formare l’insieme moltipli- 
cativo P, generalizzando l’operazione già definita nel paragrafo 1, 
basta prendere un gruppo G costituito da uno e un solo elemento 
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per ogni N.. L’insieme P sarà formato da tutti i gruppi G ricavabili 
nel modo anzidetto; e si dimostra che, se invece di partire da N, 
N,..., partivamo da altri insiemi ad essi equivalenti, giungevamo a 
un insieme equivalente a P. Possiamo pertanto porre per definizione: 


niN3'N3...=P. 


L’inconveniente cui intendiamo accennare è il seguente: siamo 
certi che, se gli insiemi N,, N,... sono tutti 707 vuoti, cioè gli 1, sono 
tutti #0, esiste al/zzeno un gruppo G formato nel modo sovra espo- 


sto? Se sì, allora possiamo affermare che P_sarà senza dubbio # 0; 
se no, non possiamo escludere questa strana conclusione che «il pro- 
dotto di infiniti numeri cardinali diversi da zero sia in taluni casi 
eguale a zero». 

L'affermazione che l’insieme P non è vuoto, ossia che esiste almeno 
un insieme G formato da uno e un solo elemento per ognuno degli infi- 
niti insiemi distinti N,, porta il nome di «assioma moltiplicativo» o 
«assioma di Zermelo ». Su di esso torneremo a lungo nello sviluppo 
del corso. 


5. 


Vogliamo dimostrare ora due teoremi che hanno una fondamen- 
tale importanza per lo studio dei numeri cardinali. 


Teorema 1 Dato un qualsiasi insieme N di potenza n, l’insieme $ 
formato da tutti i sottoinsiemi di N (compreso l’insieme stesso e l’insie- 
me vuoto) ha una potenza eguale a 2"; cioè 


S=2N 


Dimostrazione Per pura comodità, indichiamo con 4,, 4,, 43... 
gli elementi di N (senza impegnarci con ciò nell’ipotesi che essi for- 
mino un insieme numerabile); e indichiamo con N' un sottoinsieme 
di N; per esempio N' = (4), 45, 44, 47...). 

Si può immaginare di avere ottenuti N° da N nel seguente modo: 

1) distribuendo sugli elementi di N i due numeri 0, 1, secondo 
una determinata legge; 
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2) formando l’insieme N' con tutti e soli gli elementi di N cui si è 
fatto corrispondere il numero 1. 

Nel nostro esempio N' è dato dalla seguente distribuzione degli 
1 e degli 0 sugli elementi di N: 


da; 4, 4, 4dy ds dg 43 

1 000 1 11 
Ricordando la definizione di «applicazione» esposta nel para- 
grafo 2, si vede subito che N' può considerarsi come proveniente da 
una ben determinata applicazione dell’insieme dato N sull’insieme 
M formato dai due elementi (0, 1). Poiché a ogni applicazione di N 
su (0, 1) corrisponde un determinato sottoinsieme N' e a ogni insie- 
me N' corrisponde una ben determinata applicazione di N sull’in- 
sieme (0, 1), ne segue che tanti sono i sottoinsiemi N' di N, quanto 
le applicazioni di N su (0, 1). Poiché il numero cardinale spettante 
all'insieme (0, 1) è 2 e il numero cardinale spettante a N è 7, se ne 
deduce che il numero cardinale spettante all’insieme S di tutti i sot- 


q 


toinsiemi N' è proprio 2”. 


Teorema 2 Dato un qualsiasi numero cardinale n, è sempre 2" > n. 

In altri termini: dato un qualsiasi insieme N, non vuoto, l'insieme 
di tutti i sottoinsiemi di N (compreso N e compreso l'insieme vuoto) ha 
potenza maggiore di N; cioè: 


Dimostrazione Sia, come sopra, N (4;, 4,, 43...); poiché si posso- 
no formare sottoinsiemi anche con un solo elemento, ne segue che 
faranno parte di $ i sottoinsiemi (4), (4,), (43)... che si possono por- 
re in corrispondenza biunivoca con gli elementi di N. Questi sot- 
toinsiemi (4,), (4)... sono alcuni, non tutti gli elementi di S, e perciò 
resta dimostrato che N può venire posto in corrispondenza biunivo- 
ca con un sottoinsieme di S. Cioè resta dimostrato che certamente 
è S = N. Bisogna ora escludere il segno di eguaglianza; escludere 
cioè che $S possa risultare equipotente a No a un sottoinsieme di N. 

Supponiamo per assurdo che sia S- N*, ove N* è tutto l’insieme 
N o una parte di N. 
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In tale ipotesi — chiamato o ogni elemento di $, cioè ogni sot- 
toinsieme N' di N, e a ogni elemento di N - sussisterebbe una corri- 
spondenza biunivoca tra i o e gli a. Saranno allora possibili due casi: 

1) l'elemento 0, pensato come sottoinsieme N’ di N, contiene l’a 
corrispondente; ciò accade per esempio se il sottoinsieme (4), 4,, 43) 
corrisponde all'elemento a;. 

2) l'elemento 0, pensato come sottoinsieme N' di N, won contie- 
ne l'a corrispondente; ciò accade per esempio se (4,, 4,, 43, 44) corri- 
sponde ad 4.. 

Ciò posto, consideriamo l’insieme K formato da tutti e soli gli ele- 
menti 4 di N la cui corrispondenza con i o è del secondo tipo; cioè 
riuniamo in K tutti e soli gli 4 non contenuti nel corrispondente o. 
E chiaro che K, essendo formato da vari elementi di N, è un sot- 
toinsieme di N, e quindi è un elemento di S. Chiamiamo È l’ele- 
mento di N corrispondente a K, e domandiamo: £ è contenuto o non 
è contenuto in K? 

3) Se È fosse contenuto in K, esso sarebbe un elemento a di N con- 
tenuto nel corrispondente 0, e perciò z0x dovrebbe essere contenu- 
to in K (perché K è composto soltanto da elementi a di N non conte- 
nuti nel rispettivo 0). 

4) Se k non fosse contenuto în K, esso sarebbe un elemento a di N 
non contenuto nel corrispondente 0, e perciò dovrebbe essere con- 
tenuto in K (perché K è composto da tutti gli elementi a di N non 
contenuti nel rispettivo 0). 

Poiché l’una e l’altra supposizione ci conducono a un assurdo, 
possiamo concluderne che era inaccettabile l’ipotesi di partenza: 
cioè che S fosse equipotente a un sottoinsieme di N o a tutto N. 


Dunque resta esclusa l’ipotesi dell’uguale, nella formula S = N, e 
perciò il teorema è dimostrato. 


6. 


Finora abbiamo parlato, senza un esame critico accurato, di in- 
siemi finiti e infiniti. Ci siamo accontentati: 1) di assumere come 
finiti gli insiemi aventi un numero naturale di elementi; 2) di segnalare 
una caratteristica assai interessante degli insiemi infiniti: quella di 
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potersi mettere in corrispondenza biunivoca con qualche loro sottoin- 
sieme proprio. Questa caratteristica, che era parsa assurda a molti 
matematici e logici in quanto rovescia il classico principio che la par- 
te è minore del tutto, fu assunta invece da Dedekind come definitoria 
del concetto stesso di infinito attuale. 

Senza dubbio l'abbandono di ogni diffidenza verso tale caratte- 
ristica rappresentò un notevole passo innanzi verso una mentalità 
critica. Esso ha portato infatti i matematici a non più arretrarsi 
davanti al concetto di infinito attuale, a non più guardarlo come 
qualcosa di misterioso tra l'umano e il divino, ma a sottoporlo a una 
analisi freddamente scientifica. E ne sono scaturite molte proprietà, 
indubbiamente assai strane (cioè diverse da quelle dei numeri natu- 
rali), ma fornite del più alto interesse e formanti le une con le altre 
un edificio solido, ben congegnato in ogni suo elemento, anche se in 
qualche punto ancora un po’ oscuro. 

In particolare ne è scaturita una scoperta che al profano può pare- 
re assurda; essa ci dice — per parlare in modo non logicamente esatto 
ma intuitivamente efficace — che esiste tutta una scala di infiniti, gli 
uni più infiniti degli altri (è il teorema 2 dimostrato nel paragrafo 5). 
Il più basso di questi infiniti è l'infinito numerabile, cioè l’infinito 
della serie dei numeri naturali. 

La serie dei numeri naturali è solitamente indicata con è. La sua 
potenza viene detta «potenza del numerabile»; essa è il numero car- 
dinale X; (alef con zero). 


Teorema 1 Ogni numero cardinale minore di X, è un numero fini- 
to; X viene chiamato quindi il primo dei numeri transfiniti. (Si so- 
gliono chiamare «transfiniti» i numeri cardinali che spettano a in- 
siemi infiniti). 


La dimostrazione è semplicissima. 
_ Siax<No. Ciò significa che si può trovare un insieme X, tale che 
X = x, con la seguente proprietà: di poter venire messo in corri- 
spondenza biunivoca con un sottoinsieme di % e non con tutto %. 

Sia Y il sottoinsieme di w in corrispondenza biunivoca con X; 
esso è un insieme di numeri naturali presi dalla serie di tutti i numeri 
naturali. Ordiniamo dunque gli elementi di Y secondo la loro gran- 
dezza. Se essi non avessero un elemento massimo, Y sarebbe illimi- 
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tato, e allora risulterebbe facile porre questi numeri che entrano 
come elementi di Y in corrispondenza biunivoca con tutti i numeri 
naturali, cioè Y avrebbe la medesima potenza di +, e quindi X 
potrebbe venir posto in corrispondenza biunivoca con tutta la serie 
© contro l’ipotesi. Dunque Y avrà un elemento massimo gf, e perciò 
gli elementi di Y potranno essere, tutt’al più, f + 1 (essendo p un 
numero naturale). 

Se ne conclude che anche X, essendo in corrispondenza biunivo- 
ca con Y, avrà un numero cardinale < gp + 1. In altri termini: il 
numero x, che è il numero cardinale spettante a X, sarà <p + 1, cioè 
sarà un numero naturale. Esso sarà dunque un numero finito (secon- 
do la nostra definizione di insieme finito). 


Teorema 2 Ogni insieme riflessivo (cioè ogni insieme che può 
venir posto in corrispondenza biunivoca con qualche suo sottoin- 
sieme proprio) contiene un sottoinsieme avente la potenza del numera- 
bile; e perciò ilsuo numero ordinale è > Xx. 


Sia dato l’insieme M, e sia una relazione che lo pone in corri- 
spondenza biunivoca con una sua parte M', cioè M — M°. Prendiamo 
un elemento 4 di M non appartenente a M'; a questo elemento la 
relazione @ farà corrispondere un elemento (4) appartenente a M'; 
ne segue che (a) # a. Consideriamo ora l’elemento (4) come ele- 
mento di M, e cerchiamo il suo corrispondente su M': esso sarà 
9((4)). Poiché a # (4), deve essere p(4) # p(p(d)). 

Proseguendo in questo modo si ottiene una infinità di elementi 
dell’insieme M: 


a, Pla), P(P(2)), P(P(P(2))) ecc. 
tutti diversi uno dall’altro. Se ne conclude che M contiene un sot- 
toinsieme avente la potenza del numerabile. 


Teorema 3 Ogni insieme che contiene un sottoinsieme avente la 
potenza del numerabile è riflessivo (cioè può venir posto in corrispon- 
denza biunivoca con un suo sottoinsieme proprio). 


Non stiamo a riferirne la dimostrazione, che è immediata. 
Aggiungiamo invece qualche considerazione che può chiarire il 
contenuto esatto dei teoremi ora esposti. 
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Poiché ogni numero cardinale x, se è < Xp è finito, e se è finito 
(ossia è un numero naturale) è certo < Xj; poiché, viceversa, se è 
x=Rg esso è un numero riflessivo (ossia è un numero spettante a un 
insieme riflessivo), e se è riflessivo, è certo = X;; taluno potrebbe 
esserne indotto a credere che non sussiste altra possibilità fuori di 
queste due. Potrebbe credere cioè che: dato un insieme qualunque 
X di numero cardinale x, si abbiano soltanto due casi possibili: 

1)o Xè finito, e allorax<X; (ossia x è un numero naturale) 

2) o X è riflessivo, e allora x= È; (ossia x è un numero cardinale 
transfinito). 

In altri termini: si potrebbe credere, sulla base dei teoremi qui 
riferiti che, assumendo come finito un insieme X che abbia un nu- 
mero naturale di elementi, e assumendo come infinito un insieme X 
riflessivo, si abbiano soltanto due casi possibili: 

1) o Xè finito 

2) o X è infinito (cioè riflessivo). 

Le cose però non sono affatto così semplici. Esiste infatti una 
terza possibilità: che X non sia confrontabile con la serie dei nume- 
ri naturali. Cioè che x non sia un numero naturale, né sia > Ko. 

Se non si riesce a escludere a priori questa terza possibilità, i due 
casi «finito» o «infinito» (nel senso di riflessivo) non costituiscono 
più un dilemma. Siamo piuttosto di fronte a un trilemma: 1) finito, 
2) infinito (nel senso di riflessivo), 3) non confrontabile con la serie 
% dei numeri naturali. 

Si tratta, senza dubbio, di una notevole complicazione, che distur- 
ba non poco l’aritmetica dei numeri cardinali transfiniti. Per evitar- 
la, taluno pensò di prendere come idea base quella di insieme rifles- 
sivo (o infinito) e di trarre per negazione della riflessività, l’idea di 
insieme finito. 

Si tratta, in altri termini, di adottare con Dedekind le due se- 
guenti definizioni: 


chiamiamo infiniti tutti e soli gli insiemi riflessivi; 
chiamiamo finiti tutti gli insiemi non riflessivi; 


allora è chiaro che un insieme K, qualunque esso sia, non può sfug- 
gire al dilemma di essere riflessivo o finito. La scappatoia si rivela, 
però, inconsistente; essa lascia infatti aperto il problema: un insie- 
me finito nel senso di Dedekind (cioè non riflessivo) è anche finito 
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nel senso ordinario (cioè il numero ad esso spettante è proprio un 
numero naturale)? Il primo dei teoremi dimostrati in questo para- 
grafo non vi risponde né vi può rispondere. 

Per dimostrare che un insieme K, qualunque esso sia, cade nel 
seguente dilemma: 


o di essere infinito nel senso di Dedekind (cioè riflessivo) 
o di essere finito nel senso ordinario (cioè di avere per potenza 
un numero naturale) 


occorre accettare il postulato di Zermelo (non in tutta la sua gene- 
ralità, ma nel caso speciale di una infinità numerabile di scelte). 
Come già abbiamo accennato, dedicheremo nei prossimi capitoli 
un’ampia analisi al postulato di Zermelo; per ora basti renderci chiaro 
conto delle nuove e strane possibilità che si presentano, allorché noi 
non imponiamo che due insiemi risultino in ogni caso confrontabili. 


7. 


Esiste per X, tutto un gruppo di ben determinate proprietà arit- 
metiche, che noi non stiamo a dimostrare. Possiamo ricordarne 
qualcuna: 

x +N0=N0 
No XRo0=N0 
X7= No (per 7 finito) 


Esse riflettono altrettante proprietà degli insiemi numerabili, che 
il lettore può trovare ampiamente esaminate nei trattati completi di 
teoria degli insiemi. 

La più interessante però è quella che discende direttamente dal 
teorema 2 del paragrafo 5; essa ci dice: 


2%0> NR. 


Esistono dunque insiemi infiniti, aventi una potenza maggiore 
del numerabile; esistono numeri cardinali maggiori di alef con zero. 
Analizzeremo, nel seguito del corso, il numero 2* e apriremo a 
proposito di esso vari importanti problemi. Prima però è opportuno 
abbandonare, per un certo tempo, il campo dei numeri cardinali per 
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definire e studiare un altro tipo di numeri: gli ordinali. Essi ci for- 
niranno il mezzo per raggiungere tutta una vasta catena di numeri 
transfiniti; gli alef (dei quali, alef con zero è il minore). Solo dopo 
avere studiato, sia pure un po’ sommariamente, gli alef nella loro 
generalità noi potremo tornare all'esame del numero 2° già incon- 
trato, e chiarire il senso profondo della celebre ipotesi che lo riguar- 
da: la cosiddetta «ipotesi del continuo». 


15. 


I numeri ordinali 


Nella definizione di «insieme», accennata nel capitolo 12, non si 
è parlato di alcuna relazione reciproca fra gli elementi appartenenti 
a un medesimo insieme. Ora invece terremo presente la relazione di 
ordine fornita dalle solite ben note proprietà: se un elemento a prece- 
de un altro elemento è e se questo precede c, allora anche 4 precederà 
c; se a precede d, d segue 4; un elemento non precede né segue se stesso. 

Cominciamo con tre definizioni: 

Un insieme K dicesi ordinato allorché, presi due qualunque ele- 
menti di K, risulti sempre che uno dei due precede l’altro. 

Un insieme W dicesi ber ordinato allorché, innanzi tutto è ordi- 
nato, e in secondo luogo ogni suo sottoinsieme non vuoto ha un pri- 
mo elemento (cioè un elemento che precede tutti gli altri). 

E chiaro che un insieme può essere ordinato senza essere bene 
ordinato. Per esempio l’insieme dei numeri razionali, disposti in ordi- 
ne di grandezza, è ordinato ma non bene ordinato (perché alcuni 
suoi sottoinsiemi non hanno un primo elemento: così il sottoinsieme 
dei numeri razionali positivi non ha primo elemento); invece l’in- 
sieme dei numeri naturali è bene ordinato. 

Un insieme D si dice doppiamente bene ordinato se è ordinato, e 
inoltre ogni suo sottoinsieme ha un primo e un ultimo elemento. Per 
esempio l’insieme dei numeri naturali maggiori di dieci e minori di 
cento è doppiamente bene ordinato. 

E di evidente dimostrazione il corollario: ogni sottoinsieme di un 
insieme ordinato è ordinato; di uno bene ordinato è bene ordinato; di 
uno doppiamente bene ordinato è doppiamente bene ordinato. 
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Ha qualche interesse il concetto di segrzento. Dato un insieme 
ordinato K, e preso un elemento qualunque di K, sia l'elemento 4, 
dicesi segmento di 4 - e si indica con A(a) - il sottoinsieme di K for- 
mato da tutti gli elementi che precedono 4. 

Il concetto spiegato nei capitoli precedenti di equipotenza non 
basta più per gli insiemi ordinati; potremo dire, cioè, che due insie- 
mi ordinati H e K sono equipotenti fra loro come potremo dire che 
un insieme ordinato K è equipotente a un insieme, privo di ordine, 
M, ma così dicendo noi prescinderemo in H e in K dall’ordine. Se 
invece vogliamo, nella corrispondenza fra due insiemi ordinati, 
tenere conto anche dell’ordine dobbiamo introdurre un nuovo con- 
cetto: quello di simzilitudine. Due insiemi ordinati H e K si dicono 
simili allorché: 1) sono equipotenti, 2) la relazione biunivoca che 
lega i loro elementi conserva l’ordine (e cioè all’elemento a di H che 
precede l’elemento è di H, essa fa sempre corrispondere in K l’ele- 
mento a’ che precede 2'). 

Applicando il rapporto di similitudine agli insiemi ordinati o agli 
insiemi bene ordinati ne ricaviamo i due concetti molto importanti 
di tipo d’ordine e di numero ordinale. 

Tipo d’ordine di un insieme ordinato K è la classe di tutti gli insie- 
mi ordinati simili a K. 

Numero ordinale di un insieme bene ordinato W è la classe di tut- 
ti gli insiemi bene ordinati simili a W. E chiaro che il numero ordi- 
nale è un caso particolare di tipo d’ordine; e precisamente è il tipo 
d’ordine di un insieme W che, oltre a essere ordinato, è anche bene 
ordinato. 


De 


Sussiste per i numeri ordinali un teorema che li differenzia com- 
pletamente dai numeri cardinali. Esso dice: 

Due numeri ordinali sono sempre fra loro confrontabili e cioè vale 
per essi la tricotomia (il primo è: 0 uguale o maggiore o minore del 
secondo). 

In altri termini: dati due insiemi bene ordinati W e W' accadrà 
sempre uno dei tre casi seguenti: 
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1) W è simile a W', cioè il numero ordinale spettante a W (che si 
indica con W) è esuale al numero ordinale spettante a W': W= W'. 
2) W è simile a un segmento di W', e allora è W< W'. 
3) W' è simile a un segmento di w e allora è W> W'. 


Dimostrazione Essendo bene ordinati, W e W' ammettono en- 
trambi un primo elemento; possiamo pertanto mettere in corri- 
spondenza biunivoca il primo elemento di W col primo di W'. 

Tolto questo primo elemento, il sottoinsieme residuo di W am- 
metterà di nuovo un primo elemento (essendo W bene ordinato); e 
così pure il sottoinsieme residuo di W'. Potremo quindi mettere 
anche questi in corrispondenza biunivoca tra loro. Ecc. 

È chiaro che il nostro modo di procedere non può porre in corri- 
spondenza un elemento £ di W con un elemento £' di W' se non ha 
già posto in corrispondenza tutti gli elementi che precedono £ con 
tutti quelli che precedono £’. Viceversa: una volta fatti corrispon- 
dere tutti gli elementi che precedono È a tutti quelli che precedono 
k' - ovverossia posta una corrispondenza fra il segmento A(k) e il 
segmento A'(k') - il nostro modo di procedere consiste proprio nel 
far corrispondere tra loro i due elementi £ e £'. In sostanza, ne vien 
fuori una corrispondenza non solo tra gli elementi di W e quelli di 
W', ma anche tra i segmenti di W e quelli di W'. Questo fatto (che la 
nostra sia una corrispondenza tra segmenti) basta a mostrarci che 
essa conserva l’ordine, e cioè è una similitudine. 

Dimostriamo infine che il nostro procedimento non può fermar- 
si, se non per il fatto che risultino esauriti gli elementi di uno almeno 
dei due insiemi W e W'. Supponiamo, per assurdo, che esso doves- 
se fermarsi prima (e cioè quando non sono ancora esauriti né tutti 
gli elementi di W né tutti quelli di W'). Riuniamo i primi nell’insie- 
mel, che, essendo un sottoinsieme di W e non risultando vuoto, avrà 
un primo elemento 4; riuniamo i secondi in un insieme l’ che, per ana- 
loghe ragioni, avrà un primo elemento .. Il fatto che tutti gli elementi 
che precedono 4 in W corrispondano a tutti quelli che precedono è in 
W', ci impone - dato che la nostra è una corrispondenza non solo tra 
elementi ma pure tra segmenti - di fare corrispondere a a .. 

Se I e I' si esauriscono contemporaneamente, abbiamo W= W'; 
se I diventa vuoto quando non lo è ancora I’, si ha W< W'; se I 
diventa vuoto prima di I, siha W> W'. 
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Passiamo ora a confrontare un insieme bene ordinato W con se 
stesso; è chiaro che esso è simile a se stesso (l’identità essendo una 
particolare similitudine). Può anche darsi che esso risulti simile a un 
suo sottoinsieme, come dimostra il seguente esempio: 


Li Di, di: Md 6 
LI LIL 
di Da 6 o 3 


Vale però il seguente teorema: 


La similitudine f, che applica un insieme bene ordinato W sopra un suo 
sottoinsieme, porta sempre ogni elemento di W in un o elemento succes- 
sivo ad esso (nell’esempio precedente f(1)= 4; f(2)=5,f(k)=£k+3). 


Lo si dimostra per assurdo. Supponiamo che esistano alcuni ele- 
menti £, per cui sia £ > f(£) (il segno > indica «seguente a»). For- 
miamo con essi l’insieme K che, essendo un sottoinsieme dell’insie- 
me bene ordinato W, avrà un primo elemento a. Sarà 4> f(4); perciò 
detto d l’elemento f(4) si avrà che 4 è seguente a è, cioè d precede a. 
Domandiamoci dove cade l'elemento corrispondente a è, cioè /(0) 
Poiché 4> d, e poiché la similitudine conserva l’ordine, dovrà esse- 
re f(a)>f(0); ma è 6 = f(a); dunque sarà 2 >f(£). Ecco quindi che 
anche l’elemento d deve appartenere a K, il che è assurdo perché si 
era supposto che il primzo elemento di K fosse a. 

Poiché qualunque similitudine f, la quale applichi un insieme 
bene ordinato W sopra una sua parte, deve portare ogni elemento di 
W in un elemento successivo, se ne ricava il corollario: un insienze 
bene ordinato W non può mai risultare simile a un proprio segmento. 

Del primo teorema di questo paragrafo, e del corollario or ora 
enunciato si farà molto uso nel seguito del corso. 

A proposito del teorema anzidetto, che afferma la validità della 
tricotomia tra insiemi bene ordinati, vogliamo subito fare qualche 
osservazione: essa può riuscire orientativa per il seguito delle nostre 
ricerche. 

Riferiremo nel capitolo 22 una celebre proposizione di Zermelo, 
detta «teorema del buon ordinamento». Con questa proposizione 
egli tentò di dimostrare (avvalendosi dell’assioma moltiplicativo di 
cui già parlammo nel paragrafo 4 del capitolo 14) che qualunque 
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insieme può venire bene ordinato. Orbene: il primo teorema dimo- 
strato nell’attuale paragrafo ci mostra che: se accettiamo per pro- 
vato il teorema del buon ordinamento, dobbiamo ammettere che la 
tricotomia sussiste anche per insiemi qualunque, cioè sussiste an- 
che per i numeri cardinali. Ecco la ragione per cui il teorema del 
buon ordinamento e il problema della tricotomia risultano inscin- 


dibili fra loro. 


3. 


In aritmetica elementare si introducono i numeri 1, 2, 3..., ora 
come numeri cardinali, ora come numeri ordinali (primo, secondo, 
terzo...). 

Non è difficile giustificare questo fatto anche dal nostro punto di 
vista. Basta a tale scopo tenere presenti la definizione riferita nel pa- 
ragrafo 2 di numero ordinale, e la definizione di numero naturale data 
da Russell (per cui la classe dei numeri naturali è la posterità di zero). 

Sia dato il numero naturale x. Prendiamo un insieme K avente x 
come suo numero naturale. Sarà possibile ordinarlo, procedendo nel 
seguente modo: «poiché x (se è diverso da zero) è il successivo di un 
numero 77, la definizione russelliana di successivo ci assicura che si 
può fissare in K un elemento x, e considerare l’insieme residuo (K — x), 
cui spetterà il numero 77; anche 77, se è diverso da zero, è il succes- 
sivo di un numero, e quindi possiamo ripetere su (K — x) la stessa 
operazione compiuta poco fa su K, fissando in esso un secondo ele- 
mento y ecc.; poiché il numero 7 è finito dovremo giungere in que- 
sto modo, dopo avere ripetuto un numero finito di volte la nostra 
operazione, a esaurire tutti gli elementi di X. Considerando x come 
primo elemento, y come secondo elemento ecc., ne risulterà un 
ordinamento degli elementi di K». Si vede subito che questo ordi- 
namento è un buon ordinamento, e perciò il numero naturale x 
potrà considerarsi come numero ordinale, secondo quanto si era af- 
fermato. 

E pure noto che l’insieme dei numeri naturali, disposti in ordine 
di grandezza, è un insieme bene ordinato; e si vede subito che cia- 
scun numero naturale può considerarsi come il numero spettante 
all'insieme bene ordinato dei numeri naturali che lo precedono (com- 
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preso lo zero). Per esempio il numero 5 è il numero ordinale spettan- 
te all'insieme bene ordinato (0, 1, 2, 3, 4). 

Vogliamo dimostrare una analoga proprietà per qualunque nume- 
ro ordinale. 


Teorema Sia dato un numero ordinale © qualunque; l'insieme di 
tutti inumeri ordinali minori di @, disposti in ordine di grandezza, costi- 
tuisce un insieme bene ordinato che ha come numero ordinale proprio ®. 


Prendiamo un insieme bene ordinato W di cui sia il numero 
ordinale. Cominciamo a dimostrare che si può stabilire una corri- 
spondenza biunivoca e ordinata fra tutti gli elementi 4 di W e alcu- 
ni numeri ordinali. 

Infatti, se a è un generico elemento di W, al segmento A(a) del- 
l’insieme W spetta un numero ordinale » < , cosicché nasce, attra- 
verso i segmenti, una corrispondenza tra tutti gli 4 e alcuni D< gp. 
Si vede subito che questa corrispondenza conserva l’ordine. E inve- 
ro, se 4; precede 4, in W, A(4;) risulterà un segmento di A(4,), che 
a sua volta è un segmento di W/; il numero ®; spettante ad A(4,) 
risulterà quindi minore di ») spettante ad A(4,) e cioè: i due nume- 
ri d;, e ®, - disposti in ordine di grandezza - si seguiranno nel 
medesimo ordine in cui si seguono gli elementi a; e 4, in W. 

Dimostriamo ora che la corrispondenza così stabilita lega tutti gli 
elementi a di W con tutti i numeri ordinali D< gp. 

A tale scopo prendiamo un qualsiasi numero ordinale * < , e 
sia K un insieme bene ordinato avente »* come suo numero ordi- 
nale. Poiché abbiamo supposto <«* < , l’insieme K dovrà essere 
simile a un segmento di W; poniamo ad A(4*). Questo basta a ga- 
rantirci che, nella corrispondenza poco fa stabilita, il numero ordi- 
nale 4* risulta collegato ad a*. 

Dunque la nostra corrispondenza lega biunivocamente tutti i 
numeri ordinali b < @ a tutti gli elementi 4 di W, e per di più ne 
conserva l’ordine: essa ci dice che l'insieme W è simile all'insieme di 
tutti i numeri ordinali minori di « disposti in ordine di grandezza. 
Se ne conclude che anche quest’insieme, come W, è bene ordinato; 
e che ha, come W, per numero ordinale proprio il numero @. 

Vogliamo ricordare subito una conseguenza molto importante del 
teorema ora dimostrato. 
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Si consideri la serie % dei numeri naturali disposti in ordine di 
grandezza: 


O, 12554 [1] 


Poiché essi, come abbiamo detto poco fa, possono riguardarsi 
come numeri ordinali, noi potremo applicare a tale serie il nostro 
teorema. Esso ci dice che a questa serie nel suo insieme complessivo 
spetta un numero ordinale che è il primo dopo tutti i numeri ordi- 
nali inseriti dentro la serie; e cioè è il primo numero ordinale che 
segue a tutti i numeri ordinali finiti. Questo numero ordinale suole 
indicarsi con + come la serie stessa dei numeri naturali. (Si ricordi 
che il numero cardinale, spettante alla serie [1], suole invece indi- 
carsi con No). 

Si consideri ora la serie di tutti i numeri ordinali fino a %w com- 
preso: 


0,1,2,3...%; [2] 


cessa, come insieme bene ordinato ha per numero ordinale è + 1. 
Ripetendo il medesimo procedimento si ottiene tutta la seguente 
serie dei numeri ordinali: 


0, 1,2...60,60+1,60+2... (602), (02+1)... (603)... w?... [3] 


Da notarsi che: due insiemi bene ordinati, aventi numeri ordina- 
li diversi, possono avere invece il medesimo numero cardinale. Per 
esempio i due insiemi [1] e [2] hanno numeri ordinali diversi, come 
or ora si è visto; hanno invece il medesimo numero cardinale perché 
si vede subito che, spostando l’ordine dei loro elementi, si possono 
mettere integralmente in corrispondenza biunivoca: 


0, 1, 2, 3, 4 

w- 0: LL. Di 3 
L’esempio ora citato chiarisce l’importanza del concetto di ordi- 
namento di un insieme, e la profonda diversità tra numeri cardinali 
e numeri ordinali. Questa diversità non veniva alla luce nei numeri 
finiti (o numeri naturali): è invece fondamentale per la teoria dei 
numeri transfiniti. Essa ci dice che: mentre a un numero cardinale 
finito corrispondeva sempre un medesimo numero ordinale, a un nume- 
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ro cardinale transfinito corrispondono invece diversi numeri ordinali. Al 
cardinale transfinito X corrispondono molti numeri ordinali fra loro 
diversi: %w, w+1, w+2 ecc. 


4. 


Nel capitolo 13 abbiamo visto che i numeri naturali soddisfano al 
terzo assioma di Peano (o principio di induzione completa): essi 
vengono perciò chiamati numeri induttivi. Invece i numeri transfi- 
niti non vi soddisfano e cioè non sono induttivi. 

Vale però - come ora vedremo - per la serie [3] dei numeri ordi- 
nali un principio assai somigliante al terzo assioma di Peano: esso 
porta il nome di induzione transfinita. 

Per spiegare in che cosa consista questa induzione transfinita, 
supponiamo di avere un insieme ordinato (notisi che dico «ordina- 
to» e non aggiungo «bene ordinato») fornito di primo elemento: 


db; CR [4] 


supponiamo inoltre di considerare una qualunque proprietà P(x) 
avente senso per gli elementi a, b, c... dell'insieme predetto; afferma- 
re che l’insieme ordinato [4] soddisfa al principio di induzione transfi- 
nita significa affermare che: «se sono soddisfatte le due condizioni 

1) che è vero P(a); 

2) che, valendo P(£) per tutti i #< fp, vale anche P(p); 
allora la proprietà P(x) è vera per tutti gli elementi dell’insieme ordi- 
nato [4]». 

D’ora innanzi indicheremo, per brevità, con la lettera T la pro- 
prietà ora spiegata; sicché il dire che un insieme ordinato [4] gode di 
T, ossia che soddisfa al principio di induzione transfinita, significherà 
dire che: presa una qualunque proprietà P(x), se essa soddisfa alle con- 
dizioni 1) e 2), deve necessariamente essere vera per tutti gli elemen- 
ti dell’insieme [4]. Bisogna per forza supporre che l’insieme [4] abbia 
un primo elemento, altrimenti cessa di avere senso la condizione [1]. 

Orbene sussiste il seguente teorema molto importante: 

Condizione necessaria e sufficiente perché un insieme ordinato sia 
bene ordinato è che esso goda della proprietà T (cioè che esso soddisfi 
al principio di induzione transfinita). 
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Dimostrazione 

1) Se W è un insieme bene ordinato, esso deve godere della pro- 
prietà T; e cioè: data una qualunque proprietà P(x), nel caso che essa 
verifichi le condizioni 1) e 2), si deve provare che P(x) è vera per tut- 
tigli elementi di W. 

La dimostrazione procede per assurdo. Supponiamo data una pro- 
prietà P(x) che soddisfi alle condizioni 1) e 2), e ciò malgrado non sia 
vera per tutti gli elementi di W. Chiamiamo K il sottoinsieme di W 
costituito da tutti gli elementi di W per i quali non vale la proprietà 
P(x); esso avrà un primo elemento (per la definizione stessa di insie- 
me bene ordinato). Sia dunque £ il primo elemento di K. La propo- 
sizione P(x) è vera per tutti gli elementi di W precedenti £, ma non 
è vera proprio per £; è ciò possibile? No, perché contraddice alla 
condizione 2) e si era supposto che la proprietà P(x) soddisfacesse, 
tra l’altro, alla proprietà 2). Dunque bisogna concludere che il sot- 
toinsieme K è vuoto, e cioè che la proprietà P(x) è vera per tutti gli 
elementi di W. 

I1) Se un insieme ordinato B gode della proprietà T - onde esso de- 
ve avere il primo elemento affinché abbia senso la condizione 1) -, 
e cioè se, data una qualunque proprietà P(x) che verifichi le condi- 
zioni 1) e 2), la proprietà P(x) è vera per tutti gli elementi di B, si 
deve provare che l’insieme ordinato B è un insieme bene ordinato. 

Per dimostrare che B è un insieme bene ordinato, si deve prova- 
re che ogni suo sottoinsieme ha il primo elemento. A tale scopo pro- 
cediamo per assurdo. 

Supponiamo che esista un sottoinsieme C di B che non abbia pri- 
mo elemento. E chiaro che C non coincide con tutto B perché B ha 
un primo elemento (il primo elemento di B è a); in altri termini: l’e- 
lemento a di B non appartiene a C. 

Chiamiamo P(x) la proprietà di «non appartenere a C». Quanto 
abbiamo detto ci dimostra che P(x) è vera per il primo elemento di 
B; ossia che P(x) soddisfa alla condizione 1). 

Supponiamo che la proprietà di «non appartenere a C» sia soddi- 
sfatta per tutti gli elementi £ di B che precedono g; è chiaro che essa 
è soddisfatta anche per fp. Altrimenti l'elemento f apparterrebbe a C, 
e sarebbe proprio il prizzo elemento di B appartenente a C, cioè il 
sottoinsieme C di B avrebbe un primo elemento, contro l’ipotesi. 
Dunque la proprietà P(x) di «non appartenere a C» soddisfa anche 
alla condizione 2). 
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Ma l’insieme B gode per ipotesi della proprietà T, e quindi la pro- 
prietà di «non appartenere a C» - verificando le condizioni 1) e 2) - 
è vera per tutti gli elementi di B. Ne concludiamo che tutti gli ele- 
menti di B non appartengono a C; e cioè: quell’ipotetico sottoinsie- 
me C di B, che avrebbe dovuto non avere primo elemento, è vuoto. 
In altri termini: ogni sottoinsieme non vuoto di B ha primo elemen- 
to, e cioè l'insieme ordinato B è bene ordinato. 

Il teorema dimostrato nel paragrafo 3 ci diceva che l’insieme dei 
numeri ordinali, disposti in ordine di grandezza, costituisce un in- 
sieme bene ordinato; applicando ad esso il teorema dimostrato nel 
presente paragrafo, possiamo quindi concludere: l'insieme dei nume- 
ri ordinali soddisfa al principio di induzione transfinita. E cioè: «presa 
una qualunque proprietà P(x) avente senso per i numeri ordinali; se 1) 
P(x) è vera per il primo numero ordinale, e cioè per il numero zero, 
2) se, valendo P(x) per tutti i numeri ordinali 3 < x, essa vale anche 
per il numero ordinale &; allora la proprietà P(x) dovrà necessaria- 
mente essere valida per tutti i numeri ordinali». 

E, come ognun vede, una conclusione della massima importanza, 
la quale ci fornisce un mezzo potente onde dimostrare che certe pro- 
prietà sono vere per tutta la serie dei numeri ordinali finiti e tran- 
sfiniti. Mentre l’induzione completa, che per così dire agganciava 
ogni numero naturale al suo precedente, era in grado di farci dimo- 
strare certe verità per tutta la serie dei numeri naturali, questo nuo- 
vo tipo di induzione ci fa compiere un passo molto più importante. 
Essa aggancia, con la condizione 2) il numero « non al numero che 
immediatamente precede x - certi numeri ordinali transfiniti non 
hanno l’antecedente immediato — ma a tutto l’insieme dei numeri B 
minori di &; con ciò essa ci permette di raggiungere anche i numeri 
ordinali di 2* specie,! e cioè di penetrare nel transfinito. 


5, 


Non staremo a esporre tutta l’aritmetica dei numeri ordinali, che 
potrebbe costituire da sé sola l’oggetto di un lungo numero di lezio- 


! Dicesi che un numero ordinale è di 1% specie, quando ha un numero che lo precede 
immediatamente; di 2° specie nel caso contrario. Esempi di numeri di 1* specie: w +1, 
w + 2 ecc.; esempi di numeri di 2° specie: +, (0), 60° ecc. 
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ni. Rinviamo per essa ai grandi testi di teoria degli insiemi, per 
esempio al capitolo 10 del più volte citato libro di Sierpifiski Legons 
sur les nombres transfinis. 

Basti un cenno ad alcune proprietà fondamentali di tale aritmetica. 

Risulta dai due ultimi paragrafi che: 1) la serie dei numeri ordi- 
nali costituisce un insieme ben ordinato; 2) il segmento determina- 
to in tale serie da un qualunque numero ordinale x (cioè l’insieme 
formato da tutti i numeri ordinali che lo precedono) è un insieme be- 
ne ordinato avente come suo numero ordinale proprio x; 3) la serie 
dei numeri ordinali soddisfa al principio di induzione transfinita. 

Si comprende facilmente qual è la via seguita per definire la som- 
ma di due numeri ordinali x e B. Si prende un insieme bene ordi- 
nato 4 avente per numero ordinale x (cioè A = &), e uno B tale che 
B = (3; poi si riuniscono i due insiemi A e B in un unico insieme A + B, 
ove si intende che ogni elemento di A preceda ogni elemento di B; 
si dimostra che anche l’insieme A + B è bene ordinato; infine si sta- 
bilisce, per definizione, di chiamare «somma di « più è» il numero 
ordinale spettante all’insieme bene ordinato A + B, cioè si pone 
(A+B)=ax+B. 

Non diversa è la via per definire il prodotto; in esso, come nella 
somma, bisogna tener ben presente l’ordine dei termini. 

Ecco alcune interessantissime proprietà della somma e del pro- 
dotto nell’aritmetica dei numeri ordinali: 

1) né la somma né il prodotto godono della propietà commutati- 
va. Per esempio 1+ % # % + 1; infatti aggiungendo a un insieme 
bene ordinato A di un solo elemento un insieme bene ordinato B 
avente tanti elementi quanti sono i numeri naturali, si ottiene un 
insieme bene ordinato simile all’insieme dei numeri naturali; se 
invece si inverte l’ordine degli addendi, si suppone cioè che l’unico 
elemento dell’insieme A debba venire dopo tutti gli elementi del- 
l'insieme B, si ottiene un insieme di tutt’altro tipo (si ottiene un in- 
sieme bene ordinato simile all’insieme 0, 1, 2... %, che, come sap- 
piamo, ha per numero ordinale + + 1). Altro esempio: 2-%w # w ‘2; 
infatti la somma di & insiemi costituiti ciascuno di due elementi, mi 
dà un insieme simile all’insieme dei numeri naturali (0, 0’, 1, 1’, 2, 
2',3,3'...); invece la somma di 2 insiemi costituiti ciascuno di % 
elementi mi dà un insieme di tutt'altro tipo (0, 1, 2... 0’, 1‘, 2°...) 
che ha come suo numero ordinale % + %. 
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2) la somma di due numeri ordinali, il secondo dei quali è diver- 
so da zero, è sempre maggiore del primo addendo, ma non è detto che 
sia maggiore anche del secondo addendo. E cioè (supposto f3 # 0) si ha: 


x+B>a 
x+B= 


Per esempio: w +1>%w, ma 1+%=%. 

3) esistono dei numeri ordinali, i quali non possono ottenersi 
come somma di due numeri ordinali minori di essi. Per esempio il nu- 
mero & non può ottenersi come somma di due numeri inferiori a % 
(cioè di due numeri naturali). Questi numeri diconsi indecomponi- 
bili. I primi numeri indecomponibili sono: 1, %, 4: %w, %:%w-Ww ecc. 

4) detti - come nell’aritmetica ordinaria - fattori primi i numeri 
ordinali > 1 che non si possono ottenere come prodotti di due nume- 
ri ordinali inferiori, si dimostra che ogni numero ordinale > 1 è pro- 
dotto di un numero finito di fattori primi; però la decomposizione 
in fattori primi non è unica. 


6. 


Torneremo nel capitolo 16 su altre proprietà dei numeri ordina- 
li. Ora invece vogliamo rifarci un po’ indietro, ai numeri ordinali 
finiti (cioè ai numeri naturali), e dare un cenno alle loro proprietà 
più caratteristiche. 

Già si accennò nel paragrafo 1 di questo stesso capitolo alla defi- 
nizione di insieme doppiamente bene ordinato. Ebbene la teoria dei 
numeri ordinali finiti è proprio la teoria degli insiemi doppiamente 
bene ordinati. 

Si dimostra senza difficoltà che: ogni insieme bene ordinato W, 
avente come numero ordinale un numero naturale, è doppiamente 
bene ordinato (ogni suo sottoinsieme ha, cioè, primo e ultimo ele- 
mento). Basta verificare questo asserto per gli insiemi bene ordina- 
ti aventi come numero ordinale 0, 1, 2 ecc.; e poi verificare che: se 
l’asserto è vero per un insieme bene ordinato di x elementi (con # 
finito), è anche vero per un insieme bene ordinato di x + 1 elemen- 
ti. Ciò posto, applicando il principio di induzione completa si con- 
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clude che l’asserto è vero per un insieme bene ordinato, il cui nume- 
ro ordinale è un numero naturale 7 qualunque. 

Vale inoltre per gli insiemi finiti la seguente proprietà che, essa 
pure, li distingue ben nettamente dagli insiemi infiniti: se un insie- 
me $ finito (cioè il cui numero di elementi sia un numero naturale) 
viene ordinato in modi diversi, esso dà origine a insiemi bene ordi- 
nati S”, S”... tutti simili fra loro. Non così per gli insiemi infiniti, 
come già ricordammo alla fine del paragrafo 3. 

Visto l'interesse delle proprietà degli insiemi finiti, alcuni autori 
hanno cercato di dare una sistemazione rigorosa alla loro teoria. Ne 
sono sorte alcune ricerche assai complesse e di alto significato scien- 
tifico. 

Heinrich Weber ha posto come base della sua teoria degli insie- 
mi finiti la seguente definizione: un insieme A dicesi finito, se esso 
può venire ordinato e se, in ogri possibile ordinamento, esso ha un 
primo e un ultimo elemento. Si dimostra immediatamente che: ogni 
subinsieme di un insieme finito è esso pure finito. 

Preso un elemento interno a di un insieme ordinato finito A, pos- 
siamo considerare il sottoinsieme X di tutti gli elementi che in A 
precedono 4, e il sottoinsieme Y di tutti gli elementi che in A seguo- 
no a. Per quanto sopra detto, X avrà un ultimo elemento bd; e Y un 
primo elemento c. Se ne conclude: l'elemento 4 è immediatamente 
preceduto da d, e immediatamente seguito da c. 

Di qui Weber deduce facilmente il principio di induzione com- 
pleta, che egli formula così: «data una proposizione P(x) applicabile 
a ogni elemento di un insieme finito ordinato 4; se 1) essa è vera per 
il primo elemento di A; 2) valendo per un elemento 4 interno di A, 
vale anche per l'elemento immediatamente successivo di 4; allora 
P(x) è valida per ogni elemento di A». 

In base al principio di induzione completa, egli dimostra poi: 
1) che un insieme finito non può essere equivalente a una propria 
parte; 2) che fra due insiemi finiti vale necessariamente una delle tre 
seguenti relazioni, «che essi sono equipotenti, o che il primo è mag- 
giore del secondo, o che il secondo è maggiore del primo». 

L’attento esame della definizione di insieme finito data da 
Weber ha dimostrato che essa è sovrabbondante; per concludere 
che un insieme A è finito nel senso di Weber, basta infatti - come 
ha osservato Jézsef Kùrschdk - supporre che A possa venire ordina- 
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to, e che in ogni possibile ordinamento esso abbia il prizzo elemento. 
L’esistenza dell'ultimo elemento risulta infatti come conseguenza 
necessaria di queste condizioni; bastando sostituire, all’ordinamen- 
to 0 dato, l'ordinamento inverso 071, e osservare che il primo ele- 
mento in 07! è l’ultimo elemento in 0. 

Altri invece ha cercato di mutare la definizione di Weber, 
togliendo da essa l’esplicito accenno a «ogni possibile ordinamen- 
to». Per esempio Paul Stàckel ha dimostrato che tale definizione 
può venire sostituita dalla seguente: un insieme A dicesi finito se, 
rispetto a 47 (unico) ordinamento degli elementi di A, esistono un 
primo e un ultimo elemento non solo per l’insieme stesso ma per 
ogni suo sottoinsieme. In altri termini (e cioè valendoci della nostra 
definizione di insieme doppiamente bene ordinato): un insieme A 
dicesi finito se è possibile trovare un ordinamento dei suoi elemen- 
ti, per cui l’insieme risulti doppiamente bene ordinato. 

Non possiamo fermarci oltre su queste ricerche, che ci portereb- 
bero assai lontano dall’argomento che abbiamo in animo di trattare. 
Crediamo tuttavia utile aver accennato ad esse, poiché molti autori 
in tempi recenti le hanno fatte oggetto di serio studio giungendo a 
risultati assai notevoli. Si possono vedere, su questo tema, vari ar- 
ticoli pubblicati sull’importante rivista della scuola matematica di Var- 
savia «Fundamenta Mathematicae»; per esempio una nota di Tar- 
ski apparsa nel volume 6 di detta rivista. 


16. 
Gli alef 


Gli alef sono numeri cardinali transfiniti, che si definiscono per 
mezzo dei numeri ordinali. Prima di esporre la loro definizione oc- 
corre premettere qualche considerazione sui numeri ordinali, che 
integri quanto già detto nel capitolo 15. 

Ogni insieme bene ordinato W ha, come sappiamo, un suo nume- 
ro ordinale W, comune a W ed agli insiemi bene ordinati, che gli 
sono simili. Però, se si prescinde dall’ordine dei suoi elementi, W ha 


pure un suo numero cardinale W, comune a W eda tutti gli insiemi 
(bene ordinati o no) che sono equipotenti ad esso. Se indichiamo 
con © il numero ordinale spettante a W, se poniamo cioè p = W, 


allora il numero cardinale W si dirà «potenza del numero ordinale 
»; in tal caso si scrive p= W. 
Spiegati questi concetti, è opportuno dimostrare subito un teo- 


rema di cui avremo bisogno nei prossimi paragrafi. 
Se l’insieme bene ordinato W ha il suo numero ordinale w => è; l’în- 


sieme (w + w) avrà potenza eguale a quella di w; sarà cioè (w + u)=w. 


Se W= %, sappiamo dal capitolo precedente che è W=X,, e sap- 
piamo dall’ultimo paragrafo del capitolo 14 che è Xy + Xo = No; per- 
tanto in questo caso il teorema è vero. ne 

Se W> %, possiamo distinguere due casi: 1) W è un numero ordi- 
nale di 1* specie; 2) W è un numero ordinale di 2% specie. Comin- 
ciamo da quest’ultimo. Essendo di 2° specie, e cioè non essendo il 
successivo di alcun numero, W sarà il numero ordinale spettante a 
tutta la serie dei numeri ordinali 
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0,1,2...60W,W+1...k... (k<w) [1] 


nella quale ogni numero ordinale £, nessuno escluso, ha il proprio 
successivo. La [1] è, per così dire, una serie transfinita costituita di 
serie infinite. Sdoppiando ogni termine della [1], cioè fabbricando 
la serie: 


0, 0°, 1, 1°,2,2°...60, 64’, (%W+1), (W+ 1)... kk'... (k<w) [2] 


si vede subito che i suoi termini possono venire messi in corrispon- 
denza biunivoca con quelli della [1]. Basta porre: 


0. 19, 2 da W, dWt+l, wW+2, <w+3i... 
di o di L L L L 
O: de Ea W, wi, (6WG+1), (6W+1)... 


Poiché la serie [2] ha potenza eguale a (w + w), se ne conclude 
che, in questo caso, è w=(W0+w). 

Resta in ultimo da considerare il caso 1). Essendo w un numero 
ordinale di 1% specie, esso sarà il successivo di un ben determinato 
numero f; questo, se non è di 2* specie, sarà a sua volta il successi- 
vo di un altro numero ordinale, e così via fino a incontrare un nume- 
ro ordinale di 2° specie r. Sarà f = r + n. Com'è noto, w sarà il 
numero ordinale spettante all’insieme bene ordinato: 





0, 1,2...60,5w+1...k...r,rt1,r+2...r+tn(oveè k<r [3] 
Sdoppiando ogni termine della [3] si ottiene: 


0, 07, 1, 1’... ©, w'... £, kr, (+1), (F+1)... 
... (rta), (r+tn)' [4] 


Si dimostra, come poco sopra, che i due insiemi [3] e [4], nei quali si 
siano soppressi tutti i termini da r in poi, risultano equipotenti. Ma 
la potenza di un insieme infinito non muta aggiungendovi un nume- 
ro finito di elementi (siano x o 2 gli elementi aggiunti). Possiamo 
quindi concludere che la [3] e la [4] sono equipotenti; e cioè che, 


anche in questo caso, risulta w= (w+ w). 
Il teorema è pertanto dimostrato. 
Se ne ricava immediatamente il corollario: 
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Se w e w' sono due insiemi bene ordinati, e uno almeno dei due 
numeri ordinali w, w' è >, l'insieme somma (w + w') ha potenza 


eguale alla maggiore tra le due potenze w, w'. 
Viceversa: 
Se la somma di due insiemi bene ordinati (non finiti) w e w' ha una po- 


tenza maggiore di w, questa potenza (w + w') dovrà essere uguale a w!.. 


2: 


I numeri ordinali possono venire suddivisi in classi, la prima del- 
le quali costituita dai numeri ordinali finiti, e ciascuna delle altre da 
tutti i numeri ordinali che hanno tra loro la medesima potenza. 

Sarà opportuno dare un cenno alla formazione e al nome delle 
singole classi. 

Si suole chiamare classe zero e indicare con Cl, la classe costitui- 
ta da tutti i numeri ordinali finiti. 

I numeri ordinali di classe zero possono, com'è noto, venire di- 
sposti secondo l’ordine della loro grandezza e danno luogo alla serie 
dei numeri naturali. D’ora in avanti, parlando di classe zero, inten- 
deremo sempre parlare della classe zero i cui numeri siano ordinati 
secondo la loro grandezza. Intenderemo estesa la medesima con- 
venzione (di ordinare i rispettivi elementi secondo la loro grandez- 
za) anche alle classi successive. 

Il numero ordinale spettante alla classe zero è, come sappiamo, 
©; sappiamo pure che il numero cardinale della classe zero (cioè del- 
la serie dei numeri naturali) è X; (alef con zero); possiamo pertanto 
scrivere 

w= No 
Osservammo però, nel paragrafo 3 del capitolo 15, che anche altri 
numeri ordinali hanno la medesima potenza di è. Si ha per esempio: 


O=d+1=%W0+2=... 


Consideriamo ora la classe costituita da tutti i numeri ordinali 
aventi una potenza eguale alla potenza di w. Questa classe verrà da 
noi chiamata classe uno e indicata con C/,. 

Riunendo in una medesima serie Si numeri ordinali di Cl, e di 
Cl, disposti in ordine di grandezza, abbiamo, com'è noto, un insie- 
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me bene ordinato. Indichiamo con £ il numero ordinale spettante a 
questa serie. 

Si può dimostrare che /a potenza di € è maggiore della potenza 
di ®. za 

Infatti, se fosse Q = è, il numero ordinale Q apparterrebbe alla 
classe C/, (che per definizione è costituita da tutti i numeri ordinali 
di potenza ©); occuperebbe cioè un posto ben determinato nella 
serie S. In tale caso il teorema dimostrato nel paragrafo 3 del capito- 
lo 15 ci dice che Q sarebbe il numero ordinale spettante al segmen- 
to A (0) costituito da tutti i numeri ordinali della serie S minori di Q. 
Avremmo dunque che Q sarebbe contemporaneamente: il numero 
ordinale spettante a tutta la serie S e il numero ordinale spettante a 
un segmento di questa serie; cioè questa serie (questo insieme ben or- 
dinato) risulterebbe simile a un proprio segmento. Ma da un teore- 
ma citato nel paragrafo 2 del capitolo 15 sappiamo che ciò è impos- 
sibile; dunque è impossibile che © appartenga alla serie S; cioè è 
impossibile che la potenza di Q sia eguale alla potenza di w. 

D'altra parte è chiaro che le due potenze sono confrontabili tra 
loro, poiché % è la potenza di un sottoinsieme di $; dunque resta 
proprio dimostrato che w<Q. 

Come corollario si ricava che / potenza di Cl, è eguale alla poten- 


za di S; cioè C/, = Q. Per provarlo, basta applicare il corollario del 
teorema dimostrato nel paragrafo 1. 

In conclusione: detto £ il numero ordinale spettante all’insieme 
ben ordinato costituito dai numeri di C/, e di C/, disposti secondo il 
loro ordine di grandezza, si ha: 1) la potenza di Q è maggiore della 
potenza di ©; 2) mentre la potenza di & era quella di C/,, la poten- 
za di Q è quella di C/,. 

Facciamo ora un nuovo passo innanzi. 

Consideriamo tutti i numeri ordinali aventi una potenza eguale 
alla potenza di Q.. Essi costituiranno una nuova classe, che chiame- 
remo classe due, Cl.. 

Riunendo in una medesima serie S' i numeri ordinali di C/,, Cl, 
CI, disposti in ordine di grandezza, abbiamo, come è noto, un insie- 
me ben ordinato, cui spetterà un nuovo numero ordinale. Con un 
ragionamento perfettamente analogo al precedente si dimostra: 1) che 
la potenza di questo nuovo numero ordinale è maggiore della poten- 
za di Q; 2) che essa è eguale alla potenza di C/.. 
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È ormai chiaro che, procedendo sempre allo stesso modo, si pos- 
sono suddividere i numeri ordinali in tutta una serie di classi C/o, 
Cl, Cl... fornite di proprietà molto semplici che possono venire 
così schematizzate: 


Ch isuoi elementi hanno tutti una potenza finita; 
l'insieme Cl, ha una potenza superiore al finito. 


Cl, isuoi elementi hanno tutti potenza eguale a Ch; 
l’insieme C/, ha una potenza maggiore di C/,. 
1 p 86 0 


Cl isuoi elementi hanno tutti una potenza eguale a C/,; 
l'insieme C/, ha una potenza maggiore di C/, 


3. 


Abbiamo constatato, di fatto, che le prime classi dei numeri ordi- 
nali si possono mettere in corrispondenza biunivoca con i numeri 0, 
1, 2... usati come loro indici, cioè con i primi numeri ordinali. Eb- 
bene, dimostreremo ora il seguente teorema generale: dato un qua- 
lunque numero ordinale r, esiste, nella serie delle classi ora definite, una 
classe di ordine r, cioè una Cl.. 

Per provarlo, applicheremo il principio di induzione transfinita, 
che come sappiamo è caratteristico per la serie dei numeri ordinali. 

Si tratta di dimostrare: 

1) che esiste C; 

2) che, esistendo C%4 per tutti i numeri ordinali &$< a, esiste an- 
che Ch, 

La proposizione 1) è già stata dimostrata nel paragrafo preceden- 
te. Per provare la 2) basta considerare la serie 0, costituita dai nu- 
meri ordinali di tutte le classi Ck, aventi indice &$< «, disposti in 
ordine di grandezza: 


o=Ch+Cl+...+ Cl+...(É<a). 


Questa serie risulta, come sappiamo, un insieme bene ordinato, e 
ha perciò un suo numero ordinale. Con un ragionamento analogo a 
quello riferito nel paragrafo 1, si dimostra che questo numero ordi- 
nale non può appartenere alla serie o, ma ha potenza superiore alla 
potenza di ogni elemento di o. Potremo pertanto riunire in una nuo- 
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va classe tutti i numeri ordinali aventi una potenza eguale ad esso: 
sarà così formata la classe C/,. Dunque anche la 2) è dimostrata. 
Applicando il principio di induzione transfinita si può pertanto 
concludere che esisterà una C/, per ogni numero ordinale r. 
Con ragionamenti analoghi si dimostra che ogni numero ordina- 
le appartiene a qualcuna delle classi C/, ora definite. 


4. 


Siamo finalmente in grado di definire gli alef. 

Si chiamano alef i numeri cardinali che rappresentano le potenze del- 
le varie classi CI, in cui vennero suddivisi i numeri ordinali. E precisa- 
mente: 

No  èla potenza della classe C/,. 

X,  èla potenza della classe Cl. 


N, èla potenza della classe CZ, ecc. 


Da quanto dimostrato nel paragrafo 1, segue che: 

1) ogni numero ordinale della classe C/, ha potenza finita; 

Ir) ogni numero ordinale della classe C/, ha potenza = X;; 

mm) ogni numero ordinale della classe C/, ha potenza = X, ecc. 
In generale: data una classe C/,, la potenza di questa classe viene 


indicata con il simbolo È, (alef con 7); ogni elemento della classe suc- 
cessiva CZ, avrà proprio una potenza eguale a X.,. 


5. 

Valgono per gli alef alcuni importanti teoremi. 

Teorema 1 G4i alef sono tanti quanti i numeri ordinali. 

La dimostrazione segue immediatamente dalla definizione degli 


alef, e dal teorema del paragrafo 3, in base a cui le classi C/, sono 
tante quanti i numeri ordinali. 
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Teorema 2 Sea e [} sono due numeri ordinali tali che x > la 
medesima diseguaglianza sussisterà pure tra gli alef corrispondenti; si 
avrà cioè N, > Ng. 


La dimostrazione si ricava immediatamente dal modo con cui 
vennero definite le classi C/,. Infatti, nell’ipotesi a > 3, si ha che: 
preso comunque un elemento di C/, esso, avendo potenza eguale 
alla potenza della serie o costituita da tutti i numeri ordinali appar- 
tenenti a ogni C/ con É<a, avrà potenza = all’insieme costituito 
da tutti e soli gli elementi della classe C/3. Ma la classe C/, stessa ha 
una potenza maggiore della potenza di ogni suo elemento; dunque 
la classe C/, avrà senza dubbio una potenza maggiore che non la 
classe Ch. E perciò N > Ng. 


Teorema 3 Per gli alef vale la tricotomia e cioè due alef sono 
sempre confrontabili tra loro. 


Siano dati due alef; essi corrisponderanno a due numeri ordinali 
x e [3 costituenti gli indici di questi alef. Ma per i numeri ordinali 
sappiamo che vale la tricotomia (cap. 15, $- 2); dunque sarà certo 
x < (3. Il teorema precedente ci garantisce che la medesima relazio- 
ne vale fra R_ e Kg; dunque essi sono sempre confrontabili. 


Teorema 4 Dati due alef consecutivi, X, e N, 1, non può esistere 
alcun numero cardinale maggiore del primo e minore del secondo. 


Prendiamo infatti un qualsiasi numero cardinale x<X,.,, ;; esso 
avrà la potenza di un sottoinsieme M dell’insieme bene ordinato Z 
costituito da tutti i numeri ordinali di classe C4 con &<r. Anche M, 
come sottoinsieme di un insieme bene ordinato, sarà bene ordinato; 
epperò sarà simile o a tutto Z o a un segmento di Z. Simile a tutto Z 
non può essere, perché in tal caso sarebbe x = X,, ;; dunque M è 
simile a un segmento di Z. Ma i segmenti di Z possono al più avere 
una potenza eguale a X,, dunque x non sarà maggiore di X.,. 
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6. 


Abbiamo suddiviso i numeri ordinali in classi C/,; ognuna di esse, 
come sottoinsieme di un insieme ben ordinato, avrà il suo primo ele- 
mento. Questo primo elemento di ogni classe C/, dicesi numero ini- 
ziale di tale classe. Precisamente, si suol indicare con: 


o  ilnumero iniziale di C/, (quel numero che nei paragrafi pre- 
cedenti indicammo con w); 


&%j il numero iniziale di C/, (quello che chiamavano Q); 
6%, il numeroiniziale di C4;; 
ecc. 


Tenuto conto di quanto detto nei paragrafi precedenti possiamo 
asserire: 


+, è il numero iniziale della classe C/,, ;; esso misura la potenza 
della classe C/,. Ogni numero della classe C/,,; ha potenza eguale 
alla potenza di %,; mentre ogni numero ordinale che precede w, ha 
potenza minore di esso. 


In altri termini: 
%, è il più piccolo numero ordinale che ha per potenza X,. 


Da ciò si vede sempre meglio che: ogni numero ordinale ha per 
potenza un alef; ogni alef è la potenza di un numero ordinale. E poiché 
un numero ordinale è sempre ricavato da un insieme bene ordinato, 
se ne conclude: gli alef sono le potenze degli insiemi bene ordinati; 
asserire che un numero cardinale x è un alef significa asserire che x 
rappresenta la potenza di un insieme bene ordinato. 


7. 


Occorre mettere in guardia di fronte alla possibilità di una inter- 
pretazione erronea del teorema 4 del paragrafo 5. 

Questo teorema non asserisce proprio nulla sulla possibilità di 
confrontare un numero cardinale qualunque x con &, e X, , ;. Esso 
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afferma soltanto che: 1) se già sappiamo che x è minore di X,.,. ;, cer- 
tamente potremo concludere: x < &.; 2) se già sappiamo che x è mag- 
giore di X,, certamente potremo escludere che sia <N,, ;. 

Il ragionamento, seguito nella dimostrazione del citato teorema, 
ci prova che: se x è minore di X,., ;, esso è certamente confrontabile 
con gli alef inferiori a questo. Lo stesso accadrebbe (lo si vede in 
maniera ancora più semplice) se fosse x=R., |. E cioè: se un nume- 
ro cardinale x è confrontabile con un alef, esso è certo confrontabi- 
le con tutti gli alef minori di questo. 

Nulla ci assicura però, a priori, che: se un numero cardinale x è 
maggiore di un certo alef, esso sia anche confrontabile con gli alef 
superiori a questo. 

Più in generale ancora: nulla ci assicura, finora, che un numero car- 
dinale comunque dato debba risultare confrontabile con qualche alef 
(o, a maggior ragione, debba risultare confrontabile con tutti gli alef). 

Per esempio, si è dimostrato nel capitolo 14 che è: 


2%0> N 


Possiamo chiederci: il numero cardinale 2% è confrontabile con 
gli alef superiori a X? E, come vedremo nei futuri capitoli, uno dei 
più difficili problemi della matematica moderna. Di esso però 
vogliamo rinviare la discussione, a quando avremo spiegato quali 
importantissimi insiemi abbiano per potenza proprio il numero 2°. 


17. 


Le antinomie logiche 


I capitoli precedenti ci hanno procurato uno sguardo di insieme 
sui lavori compiuti negli ultimi decenni del secolo scorso per appro- 
fondire il concetto di numero naturale, e per ampliarlo nel campo 
dell’infinito. Sono lavori che denotano nei matematici dell’epoca 
una maturità di riflessione, uno sviluppo del rigore logico vera- 
mente nuovi nella storia della scienza moderna. Essi sarebbero sta- 
ti assolutamente impossibili nel xvm secolo; nessuna mente infatti, 
abituata a lasciarsi guidare più dall’intuizione che dal raziocinio, 
avrebbe potuto concepire teorie così astratte come, per esempio, 
quella degli alef. 

Malgrado tanto rigore è accaduto però - come già accennammo 
nel capitolo 12, paragrafo 4 - che questo genere di ricerche diede 
luogo ad alcune gravissime antinomie, cioè a proposizioni da cui 
scaturiva un assurdo sia che le si affermasse sia che le si negasse. Fu 
una sorpresa generale per i matematici, i logici e i filosofi. Si erano 
avuti sì, anche nel passato, vari esempi di antinomie (si pensi alla Dia- 
lettica della Critica della ragion pura di Kant), ma era ormai convin- 
zione generale che almeno la matematica, se esposta con la precisio- 
ne di concetti inaugurata da Cauchy e da Abel, dovesse esserne 
completamente immune. 

Come appunto abbiamo accennato nel capitolo 12, lo stesso Fre- 
ge rimase perplesso; e il silenzio da lui mantenuto dopo il 1903 (data 
della lettera in cui Russell gli comunicò la sua celebre antinomia) de- 
nota che egli si rese perfettamente conto del mutamento della situa- 
zione. 
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Per esattezza storica va ricordato che alcune antinomie simili a 
quella di Russell erano già state denunciate qualche anno prima da 
altri logici matematici; per esempio l’antinomia di Burali-Forti è del 
1897. Esse erano rimaste, però, quasi inosservate. Fu la lettera di 
Russell a Frege del 1903, che portò il problema delle antinomie al 
centro dell’interesse generale. 

Se in un primo momento la comparsa delle antinomie della teoria 
degli insiemi parve costituire un grave scacco per i rigoristi, non tra- 
scorsero però molti anni che esso si trasformò in uno sprone vivissi- 
mo per nuove più sottili ricerche. Fu lo stesso Russell che indicò per 
primo una via molto interessante per risolverle. Anche se questa via 
ha perso oggi una notevole parte del suo valore, essa segna tuttavia 
una tappa che non può venire trascurata da chi voglia studiare lo svi- 
luppo dell’esigenza del rigore. 

Nel presente capitolo ci proponiamo di esporre l’antinomia di 
Russell e quelle ad essa più affini, analizzando poi criticamente la 
teoria dei tipi che - secondo Russell - dovrebbe riuscire a eliminar- 
le. Nel capitolo 21 passeremo all’esame di altre, più sottili, contrad- 
dizioni scoperte in questo campo di concetti e accenneremo a più 
recenti tentativi di risoluzione. 


Zi 


Antinomia del massimo numero cardinale 


Consideriamo l’insieme M formato da tutti gli oggetti materiali o 
mentali, da tutti gli insiemi di oggetti, da tutti gli insiemi di insiemi 
ecc. comunque esistenti o pensabili. = 

Da un lato si dimostra che il numero cardinale 77 (72 = M) è il mas- 
simo numero cardinale possibile. Infatti, preso un altro insieme N 
qualsiasi, gli elementi di N saranno certo anche elementi di M (poi- 
ché M comprende, per definizione, tutti gli enti comunque esistenti 
o pensabili) e perciò N < M. 

Dall’altro lato si dimostra invece che 7 non è il massimo numero 
cardinale possibile. Il teorema 2 dimostrato nel paragrafo 5 del capi- 
tolo 14 ci dice infatti che 2” > 77; ci garantisce cioè che l’insieme 
formato da tutti i sottoinsiemi ricavabili da M (compreso il sottoin- 
sieme nullo) ha una potenza maggiore della potenza di M. 
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I due risultati sono in evidente antitesi l’uno con l’altro. 


Antinomia del massimo numero ordinale (0 antinomia di Burali-Forti). 


Consideriamo l’insieme X formato da tutti i numeri ordinali 
disposti in ordine di grandezza: 


0, 1, 2,3...60,5wW+1,%0+2...f... 


Abbiamo dimostrato nel capitolo 15 che esso è certo un insieme 
bene ordinato; esiste perciò un numero ordinale X spettante a X. 
Per il teorema dimostrato nel paragrafo 3 di tale capitolo ogni nu- 
mero ordinale f compreso nella serie transfinita X è il numero ordi- 
nale spettante all'insieme bene ordinato dei numeri ordinali che 
precedono p (cioè spettanti al cosiddetto «segmento» di p). Quindi 
ogni numero ordinale f sarà minore di X, e cioè X è per definizione 
il massimo numero ordinale. C 

Orbene: da un lato si dimostra che X deve appartenere alla serie 
transfinita X. Abbiamo infatti dimostrato or ora che X è un numero 
ordinale, e la serie X contiene per definizione tutti i numeri ordinali. 

Dall’altro lato però si dimostra che X non può appartenere alla 
serie transfinita X. Infatti, se vi appartenesse, X sarebbe eguale a 
un elemento p della serie transfinita. In base al teorema or ora cita- 
to X sarebbe quindi il numero ordinale spettante al «segmento» di p. 
Ma un segmento non è mai simile alla serie transfinita tutta intera; 
quindi X non sarebbe più il numero ordinale spettante all’intera se- 
rie X (mentre proprio la definizione di X ci dice che esso è il nume- 
ro ordinale spettante a X). 

E chiaro che i due risultati si contraddicono l’un l’altro. 


3. 


Antinomia di Russell 


Cominciamo a spiegare il concetto di «insieme normale». Esisto- 
no insiemi i quali non contengono se stessi come elementi; tale l’in- 
sieme di tutti gli uomini (quest’insieme infatti non è un uomo, e 
quindi non è contenuto nell’insieme di tutti gli uomini). Esistono 
però altri insiemi i quali contengono se stessi come elementi; tale 
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l'insieme di tutti i concetti astratti (quest’insieme infatti è esso stes- 
so un concetto astratto). Per distinguere gli uni dagli altri, si dà il 
nome di «normali» agli insiemi del primo tipo (cioè a quelli che non 
contengono se stessi come elementi). 

Orbene: immaginiamo raggruppati in un insieme N tutti e soli gli 
insiemi normali, e chiediamoci: l'insieme N così formato è o non è 
normale? E cioè: contiene o non contiene se stesso come elemento? 

Supponiamo che N contenga se stesso come elemento. In tale ipotesi 
N conterrà pure un insieme non normale, in quanto conterrà proprio 
se stesso che non è normale. Tale fatto è impossibile, perché va contro 
la definizione di N (secondo cui N contiene so/tanto insiemi normali). 

Supponiamo, al contrario, che N non contenga se stesso come ele- 
mento. Segue da ciò che esso è un esempio di insieme normale; e per- 
tanto è assurdo che esso non rientri nell’insieme N (per definizione, 
N contiene tutti gli insiemi normali). 

Ci troviamo dunque dinanzi a una palese antinomia: antinomia 
grave, le cui radici risalgono fino al concetto stesso di «insieme», onde 
pare messa in crisi tutta la teoria cantoriana. 

In tempi più recenti si è osservato (da parte dei logici Grelling e Nel- 
son) che la difficoltà ora riferita è trasferibile dalla teoria degli insie- 
mi alla teoria dei concetti - fatto importante che giustifica il nome 
di antinomie logiche attribuito alle antinomie prese in esame nel pre- 
sente capitolo. Basteranno poche righe a spiegarcelo. 

Come abbiamo distinto due categorie di insiemi, così possiamo 
distinguere due categorie di concetti: quelli che esprimono una pro- 
prietà di cui gode il concetto stesso e quelli che esprimono una proprie- 
tà non goduta dal concetto. Appartiene, per esempio, alla prima 
categoria il concetto di «astratto», in quanto si può affermare che 
esso è astratto. Appartiene invece alla seconda categoria il concetto 
di «rosso», non potendosi dire che il concetto di rosso sia esso stesso 
rosso. Per distinguere i due tipi di concetti, si suol dire che un con- 
cetto è «predicabile» se appartiene alla prima categoria; «impredi- 
cabile» se appartiene alla seconda. 

Ebbene: formiamoci il concetto generale di «impredicabile» (ba- 
sterà a tale scopo astrarlo dagli innumerevoli esempi di concetti im- 
predicabili); e domandiamoci: questo nuovo concetto così formato 
apparterrà alla prima o alla seconda categoria? E cioè: il concetto di 
impredicabile risulterà esso stesso predicabile o impredicabile? 
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È facile, qui come sopra, vedere che entrambe le ipotesi conduco- 
no a un assurdo. 

Supponiamo che il nostro nuovo concetto sia predicabile, cioè 
appartenga alla prima delle suddette categorie. Ciò significherebbe 
che esso gode della proprietà espressa dal concetto stesso. Ma que- 
sto è assurdo, perché tale proprietà è per l'appunto la impredicabi- 
lità mentre noi abbiamo supposto che il nostro concetto fosse pre- 
dicabile. 

Supponiamo dunque che il nostro nuovo concetto sia impredica- 
bile. Di nuovo ne nasce una contraddizione, perché in questo caso 
esso gode, per ipotesi, della impredicabilità, cioè della proprietà 
enunciata dal concetto stesso. In altri termini: nell’ipotesi che esso 
sia impredicabile, se ne deduce proprio che esso è predicabile. 

Come uscire da questo groviglio di contraddizioni? 


4. 


Russell propone di distinguere i concetti in vari tipi. 

Sono di tipo zero i concetti individuali, cioè i nomi propri. Talu- 
no preferirebbe dire che essi denotano oggetti e non concetti; que- 
sta però è una pura e semplice questione di nomenclatura e quindi 
non ci interessa. L'importante è che si tenga ben presente una cosa: 
tali concetti non possono mai, in nessuna proposizione, tenere altro 
posto fuorché quello di soggetto. 

Sono di tipo uno i concetti che esprimono una proprietà: ma non 
una proprietà di altre proprietà, bensì soltanto una proprietà di in- 
dividui (per esempio il concetto di «bianco», il concetto di «rosso» 
ecc.). In una proposizione essi possono occupare il posto di sogget- 
to, ma possono anche occupare quello di predicato; in tale caso però 
il loro soggetto dovrà essere un concetto di tipo zero. 

Sono di tipo due i concetti che esprimono proprietà di proprietà. 
In una proposizione essi possono fungere da soggetti o da predicati; 
però, se fungono da predicati, il loro soggetto deve essere un con- 
cetto di tipo minore al due. 

In modo analogo si definiscono 1 tipi superiori. 

Dalla forma stessa della sua definizione Russell ricava la seguen- 
te regola fondamentale: ur concetto non può mai fungere da predica- 
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to în una proposizione il cui soggetto sia di tipo eguale o maggiore del 
concetto stesso. 

E ora immediato che l’antinomia dell’impredicabile, esposta nel 
paragrafo 3, non rispetta questa regola. Chi la rispetti non può chie- 
dersi infatti se un concetto sia o no predicabile, poiché la predicabi- 
lità implica già di per sé qualcosa di impossibile (implica che un con- 
cetto possa venire riferito come attributo a se stesso, il che va contro 
la teoria dei tipi). 

Applicata agli insiemi, la teoria russelliana dei tipi dice: ha senso 
riunire in una classe C vari individui; ma la classe C sarà di tipo uno, 
mentre gli individui erano di tipo zero. Ha senso riunire in una clas- 
se C' vari insiemi; ma la classe risultante sarà di tipo superiore al più 
alto fra i tipi degli insiemi componenti. È invece illusorio pretende- 
re di riunire in una classe M l’insieme M stesso con altri individui o 
insiemi; M infatti deve essere di tipo superiore a tutti i suoi compo- 
nenti. 

L’origine delle antinomie elencate nei paragrafi 2 e 3 risulta chia- 
rissima. L’antinomia del massimo numero cardinale dipende dal- 
l’avere riunito in una medesima classe, promiscuamente, oggetti, 
insiemi, insiemi di insiemi ecc. di tutti i tipi più diversi. L’antino- 
mia del massimo numero ordinale dipende dall’avere riunito in una 
medesima classe B tutte le classi bene ordinate, compresa B stessa. 

L’antinomia di Russell deriva dall’assurdità stessa della supposi- 
zione che un insieme possa contenere se medesimo come elemento. 

Costruire simbolicamente una classe con elementi che non rispet- 
tano la teoria dei tipi è, per Russell, privo di senso; è costruire una 
pseudo classe. E trattare un puro e semplice nome come se fosse una 
classe vera e propria. 


5. 


La formulazione stessa della regola fondamentale di Russell, 
enunciata nel paragrafo 4, ci svela la mentalità del suo autore. Essa 
è ancora la stessa mentalità dogmatica, che già denunciammo altre 
volte nei capitoli precedenti. È la mentalità di chi è convinto di ave- 
re scoperto la via logicamente perfetta, attraverso cui risolvere tut- 
te le difficoltà. 
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A tanta dogmatica sicurezza di sé, non fu difficile obiettare: chi 
ci garantisce del valore assoluto della teoria dei tipi? Chi ci assicura 
che non sorgeranno un giorno nuove antinomie contro le quali nul- 
la può la teoria dei tipi, con la sua regola anzidetta? Chi ci garantisce 
— come scriveva Poincaré - che «non abbiamo inavvertitamente chiu- 
so anche il lupo dentro la rete tirata intorno alle pecore»? 

Né il pericolo rimase a lungo un pericolo soltanto teorico. Sorse- 
ro infatti ben presto antinomie di nuovo genere (le cosiddette «anti- 
nomie sintattiche» cui accenneremo nel capitolo 21) per evitare le 
quali la teoria dei tipi si è rivelata insufficiente. Lo stesso Russell, 
per risolverle, ha dovuto aggiungere alla gerarchia dei tipi la cosid- 
detta «gerarchia dei gradi» incontrando però, come vedremo, nuo- 
ve gravissime difficoltà. 

I critici più moderni si rifiutano di attribuire alla «regola fonda- 
mentale» di Russell una validità assoluta. Essa ci ha fatto compiere, 
senza dubbio, notevoli progressi nella comprensione delle regole lo- 
giche del nostro linguaggio; ha, senza dubbio, messo a nudo una di- 
stinzione assai utile, sfuggita a tutti i predecessori di Russell. Ma 
non ha senso dire che ci abbia svelato la «natura assoluta» della lo- 
gica. La convinzione russelliana di avere colto l’urzico procedimen- 
to logicamente corretto, è una convinzione di schietta marca meta- 
fisica. E la convinzione cui si ispira tutto l’indirizzo logicista, da 
Frege a Russell, che, riducendo l’aritmetica alla logica, crede di aver 
trovato la base granitica della scienza dei numeri. Ma questa con- 
vinzione non resiste a una critica spregiudicata e moderna. Il gran- 
de logico Rudolf Carnap, che in un primo tempo fu seguace entu- 
siasta di Russell, ha ormai da più di un decennio abbandonato tale 
indirizzo per farsi assertore del più completo convenzionalismo logi- 
co. Ecco, in proposito, le chiare parole di Waismann: 

«Riconducendo l’aritmetica alla logica, si credeva di aver fonda- 
to l’aritmetica in modo assai più sicuro di prima. Si riteneva infatti 
che le leggi della logica fossero le verità più certe dell’umano scibi- 
le, “le pietre basilari di esso, appoggiate su di una roccia eterna, pie- 
tre che possono forse venire sommerse ma non scosse dal nostro 
pensiero” (Frege). Per mezzo di una pura definizione logica del con- 
cetto di numero si volevano creare dei punti di partenza per dedu- 
zioni assolutamente rigorose, capaci di ricondurre le verità dell’a- 
ritmetica a quelle più profonde della logica. Orbene, ciò che trae in 
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inganno in tutto questo è l’espressione “fondare l’aritmetica”: essa 
ci induce a credere che l’edificio di tale scienza si elevi su qualche 
gruppo di verità assolute ed eterne, mentre di fatto l’aritmetica è un 
puro e semplice calcolo che proviene esclusivamente da alcune con- 
venzioni, calcolo sospeso sul vuoto come il sistema dei nostri sogni, 
fondato sul nulla... Noi siamo soltanto in grado di descrivere l’arit- 
metica, cioè di indicare le sue varie regole: non siamo invece in gra- 
do di fondarla. Che, del resto, il metodo di fondare un'idea su di 
un’altra non possa sempre bastarci, risulta già da questa semplice 
considerazione: esso deve pure, in qualche punto finire, rimandan- 
doci a qualche idea che non può a sua volta venir fondata proprio su 
nulla. L’ultima base è costituita unicamente dalla postulazione. Tut- 
to ciò che ha l’aspetto di una fondazione assoluta contiene certo 
qualcosa di falso, e non può accontentarci». 


6. 


Spogliata del rivestimento assolutistico che Russell le attribuiva, 
la teoria dei tipi (e la regola fondamentale cui essa fa capo) presenta 
senza dubbio il più alto interesse. Interpretata come una analisi del- 
la struttura linguistica delle cosiddette «antinomie logiche», #0x co- 
me la ricetta magica per evitare tutte le possibili contraddizioni, 
essa è ancora oggi molto feconda. 

Allorché sorse la teoria degli insiemi, tutti ritenevano che la pura 
e semplice esistenza degli individui «trascinasse con sé» recessaria- 
mente l’esistenza dell’«insieme di questi individui»; era una con- 
vinzione di origine intuitiva, che nascondeva la effettiva, profonda, 
ignoranza dei termini usati. La scoperta delle antinomie logiche ha 
dimostrato l’errore, provando con meravigliosa chiarezza che può 
«non esistere l'insieme» pur quando «esistono gli individui» di tale 
preteso insieme. 

Le successive, più rigorose, analisi del problema hanno provato 
che: se si vuole ammettere «automaticamente» l’esistenza dell’in- 
sieme allorché esistono i suoi elementi, occorre non aver timore di 
andare incontro a proposizioni antinomiche. Se viceversa convenia- 
mo di accettare la teoria dei tipi di Russell, riusciamo senza dubbio 
a evitare una certa categoria di proposizioni antinomiche, ma a 
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prezzo di determinare il significato del termine «esistenza» in modo 
ben diverso da quello del linguaggio ordinario. Se, invece della teo- 
ria dei tipi di Russell, conveniamo di accettarne altre, sempre diret- 
te al medesimo scopo (di sfuggire alle contraddizioni che diedero 
origine alla cosiddetta «crisi dei fondamenti»), riusciremo a evitare 
categorie più o meno ampie di proposizioni antinomiche, ma sempre 
a prezzo di delimitazioni più o meno draconiane del significato del 
termine «esistenza». 

L’importante, in tutto ciò, è di rendersi conto che né la teoria di 
Russell né le altre rappresentano delle «verità assolute», come le 
stesse antinomie non rappresentano degli «errori assoluti, da evi- 
tarsi a qualunque costo». L'importante è comprendere che le nostre 
analisi non tendono a scoprire «un fondamento assoluto, metafisi- 
co» delle teorie analizzate, ma a determinare con esattezza il signifi- 
cato dei termini usati, e a vedere le conseguenze implicite in queste 
determinazioni. 

Le antinomie prese in esame in questo capitolo hanno messo in 
luce alcune oscurità insite nel concetto, apparentemente intuitivo e 
chiarissimo, di «esistenza », allorché sono inizialmente dati certi ele- 
menti e si tratta di ricavare da essi la esistenza dell’insieme formato 
con la loro riunione. Vedremo nei prossimi capitoli che le cose di- 
vengono ancora più complesse nel caso inverso: allorché si tratta, 
cioè, di passare dall’esistenza (data per ipotesi) dell’insieme come 
totalità alla esistenza dei suoi elementi. Questo problema sarà inti- 
mamente legato al postulato di Zermelo e al principio del terzo 
escluso. 

Ma, prima di parlare di esso, occorre esaminare, sia pure rapida- 
mente, la teoria degli insiemi aventi la potenza del continuo. 


18. 


I numeri reali 


Abbiamo visto nei capitoli precedenti quante difficoltà sorgano 
dal tentativo di costruire una teoria rigorosa dei numeri naturali, ed 
abbiamo accennato ai nuovi vastissimi problemi che direttamente o 
indirettamente si collegano a tale campo di ricerche. Ora dovremmo 
esporre le teorie dei numeri relativi e dei razionali; teorie che in al- 
cuni autori si fondano sul concetto di operatore (scuola di Peano) e 
in altri autori sul concetto di coppia (scuola di Russell). Per brevità 
tralasciamo questo studio, rinviando per esempio ai capitoli del Wais- 
mann, che sono dedicati a tale argomento. 

L’importante è osservare che né i numeri relativi, né i numeri 
razionali ci portano fuori del numerabile. Per i relativi la cosa è evi- 
dente; per i numeri razionali essa costituisce un brillante risultato di 
G. Cantor. 

A scopo di dimostrare che i numeri razionali formano un insieme 
numerabile si può procedere così: si scrivano su di una prima riga 
tutte le frazioni aventi per denominatore 1 e numeratore crescente 
1, 2,3...  sudiunasecondariga quelle aventi per denominatore 2 ecc. 
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Poi si scrivano per diagonale, come è indicato dalle frecce della 
qui unita tabella, sopprimendo nella serie ottenuta i numeri che già 
vennero precedentemente scritti sotto altra forma (per esempio si 
sopprima 2/2, perché si è già scritto 1/1 ecc.); la serie risultante 
1 1 3° 2 
> 3° 3, 4, > 3 [1] 
contiene certamente tutti i numeri razionali (positivi). Infatti: il nu- 
mero 72/n comparirà certo nella ennesima riga, all’emmesimo posto. 

Basta ora, a ogni numero premettere il segno +, e poi fargli segui- 
re il numero stesso cambiato di segno; infine premettere lo zero 
all'intera serie; e si ha un insieme numerabile che comprende tutti i 
numeri razionali. 

Si vede però che, in questo insieme (cioè nella serie [1]) i razionali 
non si seguono in ordine di grandezza. Gli è che: se volessimo di- 
sporli in ordine di grandezza, non potremmo riunirli in una succes- 
sione, poiché non esiste il numero razionale che in grandezza segua 
immediatamente a 1 (o a un altro razionale qualsiasi). 


L. 24 


2: 


La grande novità si ottiene invece elevandosi dai numeri razio- 
nali ai numeri reali; qui infatti usciamo dal campo del numerabile 
per entrare nel cosiddetto «campo del continuo». Prima però di spie- 
gare il continuo - che, come già accennammo nel capitolo 12 par- 
lando di Weierstrass, costituisce la base effettiva dell’analisi infini- 
tesimale - occorre esporre, sia pure schematicamente, le principali 
definizioni dei numeri reali. 

Come appunto abbiamo detto in tale capitolo, le due definizioni 
divenute classiche sono: quella di Cantor-Méray e quella di Dede- 
kind. Le altre (di Weierstrass, di Lipschitz ecc.) costituiscono delle 
semplici varianti delle due precedenti; e perciò le tralasceremo dal- 
la nostra esposizione. 


Teoria di Cantor E noto, dai classici teoremi di Cauchy, che è 
possibile sapere se una successione converge, anche senza conosce- 
re il suo limite. Ebbene, l’idea fondamentale di Cantor consiste nel- 
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l'’identificare il concetto di numero reale con quello di successione 
convergente di numeri razionali. 

Possiamo, per procedere con rigore sistematico, cominciare a 
definire il concetto di zero-successione. Si dice che una successione 
(4,,) è una zero-successione allorché essa converge a zero. 

Si dimostra immediatamente che: se (4,,) e (b,) sono zero-succes- 
sioni, altrettanto accade di (— 4,,)), (- d,,), (4,+2,), (4, d,). 

Definiamo ora il concetto di successioni convergenti «eguali». Si 
dice che due successioni convergenti (4,,), (2,) sono eguali allorché la 
successione delle loro differenze (4, — d,,) è una zero-successione. 

Si dimostra immediatamente che il rapporto ora definito di «e- 
guaglianza tra successioni convergenti» gode delle solite proprietà 
dell’eguaglianza fra numeri: riflessiva, simmetrica, transitiva. 

Molto semplici sono anche le definizioni di: successione positiva, 
successione negativa, successione maggiore o minore di un'altra. Si dice 
che una successione convergente è positiva allorché esiste un nume- 
ro razionale positivo r, alla cui destra! cadono tutti i termini della 
successione, eccettuato al più un numero finito di essi. Si dice che 
una successione convergente è negativa, allorché esiste un numero 
razionale negativo s, alla cui sinistra cadono tutti i termini della suc- 
cessione, eccettuato al più un numero finito di essi. Si dice che la 
successione convergente (4,) è maggiore della successione conver- 
gente (2,,) allorché la successione (4, — d,,) è positiva; si dice invece 
che (4,) è minore di (5,,) allorché (4, — 5,,) è negativa. 

Si dimostra allora, senza difficoltà, che: 

1) una qualunque successione convergente o è positiva o è nega- 
tiva o è una zero-successione; 

2) le successioni convergenti formano un sistema ordinato. 

Per brevità non stiamo a riferire le definizioni dei concetti di 
somma, prodotto ecc. di successioni convergenti. L'importante è no- 
tare che, per dare un significato univoco al concetto di somma, 
occorre provare quanto segue: se (4,) = (4/) e (5,) = (2), è anche 
(a, + b,,) = (4, + b)); e analogamente per gli altri concetti. 

Condotto a termine il lavoro qui appena accennato, si conclude: 
poiché le successioni convergenti di numeri razionali possono veni- 


1 Usiamo i termini «destra» e «sinistra» riferendoci alla retta numerica, orientata 
come d’uso da sinistra a destra. 
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re tra loro confrontate, sommate, moltiplicate ecc. come i numeri 
razionali stessi, nulla osta a interpretarle esse pure come numeri. 
Ecco sorgere quindi, con perfetta naturalezza, la definizione di Can- 
tor: dicesi numero reale una successione convergente di numeri razio- 
nali (insieme con tutte le successioni convergenti ad essa eguali). 

Nella grande classe di questi nuovi numeri, è poi facile dimostra- 
re che esiste una sottoclasse R in corrispondenza biunivoca, simile 
e isomorfa° con la classe già nota dei numeri razionali. Si vuole 
esprimere questo fatto, dicendo che la classe dei numeri reali è un 
ampliamento della classe di numeri razionali. 

Si può definire il concetto di successione convergente di numeri 
reali? Basta ricordare come era costituito il concetto di successione 
convergente di numeri razionali, e si vede subito che la estensione è 
immediata: «Si dirà che una successione di numeri reali (cioè una 
successione di successioni convergenti di numeri razionali) 


(4,), (4,), (45)... 


è convergente allorché, dato un numero reale € positivo arbitrario, si 
può trovare un numero naturale N, tale che: presi due indici (in alto) 
h e k qualunque purché entrambi maggiori di N, si abbia sempre 


Ia) — (40) |<(e)» 


dove già sappiamo che cosa significa la differenza delle due succes- 
sioni (aò) _ (48). 

In modo analogo si definisce una zero-successione di numeri reali: 
«Si dirà che una successione di numeri reali 


(5,), (05), (07)... 


è Una corrispondenza tra classi di numeri si dice isomorfa allorché, applicando le 
quattrio operazioni fondamentali a due numeri della prima classe, e ai due corrisponden- 
ti della seconda classe, si ottengono risultati che sono due numeri tra loro corrispondenti. 

3 La sottoclasse R è costituita dai numeri reali, ciascuno dei quali può venir definito 
da una successione con termini tutti eguali; per esempio: 

111 222 
DORIS 
Per ottenere la corrispondenza voluta, basta far corrispondere alla successione conver- 


11 : 3 1 : 2 2 : 
gente »I7 il numero razionale > alla successione convergente 33 il numero 


2 e così via 
3° i 
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è una zero-successione, allorché, dato un numero reale € positivo 
arbitrario, si può trovare un numero naturale N tale che: preso un 
indice (in alto) » qualsiasi, purché maggiore di N, si abbia sempre 


I(6) |<(e)». 
Data una successione convergente di numeri reali 
(4,), (4,), (45)... [2] 


si può costruire una successione di numeri reali appartenenti alla 
sottoclasse R (cioè di numeri, ciascuno dei quali può venire definito 
da una successione con termini tutti eguali tra loro) 


(5'), (0%), (2)... [3] 
in modo che la successione delle differenze 
(al —b'), (an-b") (at — Db")... [4] 


risulti una zero-successione. (Tralasciamo, per brevità, di indicare 
come si possa effettuare in realtà questa costruzione). 

Per la corrispondenza biunivoca simile e isomorfa tra i numeri 
reali della sottoclasse R e i numeri razionali, potremo far corrispon- 
dere alla successione di successioni [3], la seguente successione di 
numeri razionali 


bibi bi. [5] 


ove d' è il termine costante della successione (2’), 2” è il termine 
costante della successione (2”) ecc. 

Essendo la successione [4] delle differenze tra la [3] e la [2] una 
zero-successione, si può affermare (in base alla definizione di egua- 
glianza tra successioni convergenti) che la successione [3] è eguale 
alla [2]. Ora amplieremo il significato di questo termine dicendo che 
la successione [5] è eguale alla [2]; o anche che è il limite della [2]. 
Questo ampliamento ci permette di concludere: «data una qualunque 
successione convergente di numeri reali, esiste una successione conver- 
gente di numeri razionali eguale ad essa ». 

Si tratta, come ognun vede, di una conclusione molto importan- 
te, la quale ci assicura che l'operazione di passaggio al limite — appli- 
cata nel campo dei numeri reali —- non ci porta fuori del campo stesso. 
La [5] infatti, che è una successione convergente di numeri raziona- 
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li, risulta essa pure - secondo la definizione di Cantor - un numero 
reale come erano numeri reali tutti i termini della [2]. Con una espres- 
sione breve ma efficacissima, diremo dunque: il campo dei numeri 
reali definiti da Cantor è chiuso rispetto all'operazione di limite. 


3. 


Teoria di Dedekind Essa si fonda su di un concetto completa- 
mente diverso da quello che sta alla base della teoria di Cantor: sul 
concetto di partizione. 

Supponiamo di avere diviso l’insieme dei numeri razionali in due 
sottoinsiemi A e B tali che: 1) nessuno dei due insiemi sia vuoto; 2) ogni 
numero di A sia minore di ogni numero di B; 3) di ogni numero razio- 
nale risulti univocamente stabilito se appartiene ad A ovvero a B. 

Una qualsiasi suddivisione fornita di queste tre proprietà verrà 
da noi chiamata «partizione del campo razionale» o semplicemente 
«partizione»; essa suol venire indicata con il simbolo (A/B). 

Diremo che due partizioni (A/B) e (A'/B') sono eguali allorché il 
sottoinsieme A coincide con il sottoinsieme A', e B con B', salvo al 
più l’eccezione di un numero. 

Diremo invece che la partizione (A4/B) è minore della partizione 
(A'/B'), e quest’ultima maggiore di quella, se esiste qualche numero 
razionale che appartiene ad A' senza appartenere ad A. 

Una partizione (A/B) dicesi positiva, se il sottoinsieme A contie- 
ne almeno un numero razionale positivo. Dicesi negativa se il sotto- 
insieme B contiene almeno un numero negativo. Dicesi nu/la se in A 
non si trovano numeri positivi e in B non si trovano numeri negativi. 

E facile dimostrare che: 1) la relazione di eguaglianza sopra defi- 
nita gode delle solite proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva; 2) la 
relazione di «minore» è ariflessiva e asimmetrica, ma è transitiva; 
3) una qualunque partizione risulta o positiva o negativa o nulla; 4) le 
partizioni formano un sistema ordinato. 

Per brevità non stiamo a riferire la definizione di somzzza di due 
partizioni; quella di prodotto ecc. Si dimostra che esse godono di 
tutte le proprietà formali possedute dagli analoghi concetti dell’a- 
ritmetica dei numeri razionali. 
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Se ne conclude: poiché le partizioni del campo razionale possono 
venire confrontate, sommate, moltiplicate ecc. come i numeri ra- 
zionali, nulla osta a interpretarle esse pure come numeri. Ecco sorge- 
re quindi spontanea la definizione di Dedekind: chiamiamo numeri 
reali le partizioni del campo razionale. 

Nella grande classe di questi nuovi numeri, è poi facile dimostra- 
re che esiste una sottoclasse R in corrispondenza biunivoca, simile 
ed isomorfa con la classe già nota dei numeri razionali.‘ Anche qui 
pertanto, come già accadeva per la classe dei numeri reali di Cantor, 
si può dire che: i numeri reali di Dedekind costituiscono un amplia- 
mento del campo dei numeri razionali. 

Domandiamoci ora se si può definire il concetto di partizione ap- 
plicato al campo reale. La cosa è immediata: basta suddividere l’in- 
sieme dei numeri reali in due sottoinsiemi H e K tali che 1) nessuno 
dei due insiemi sia vuoto; 2) ogni numero di H ecc. Sarà pure facile 
definire i concetti di eguaglianza, diseguaglianza, somma ecc. fra 
partizioni del campo reale. L'importante è stabilire un confronto tra le 
partizioni del campo reale e quelle delcampo razionale. Sia data la par- 
tizione (H/K) del campo reale; consideriamo tutti e soli i numeri di 
H appartenenti alla sottoclasse R, poi tutti e soli i numeri di K 
appartenenti alla sottoclasse R; siano H* e K* gli insiemi di essi for- 
mati. A ogni numero reale di H* corrisponderà (per quanto sopra 
detto a proposito della sottoclasse R) un numero razionale 4; e così 
a ogni numero reale di K* corrisponderà un numero razionale d. 
Riunendo gli a in una classe A e i d in una classe B si vede subito che 
le due classi A e B in tal modo formate soddisfano alle tre condizio- 
ni di Dedekind e perciò costituiscono una partizione del campo ra- 
zionale. Ciò posto, si conviene di considerare le due partizioni 
(H/K) e (A/B) come tra loro equivalenti. 

Ebbene, è immediato dimostrare che: per ogni partizione del cam- 
po reale, ne esiste una del campo razionale ad essa equivalente; e vice- 
versa. 


4 Premesso che un numero razionale r individua sempre una partizione nel senso di 
Dedekind - basta infatti inserire in A tutti i numeri razionali sre in B tutti quelli >r; o 
in A tutti i numeri razionali <re in B tutti quelli =r —, la sottoclasse R risulta costitui- 
ta dai numeri reali, ciascuno dei quali è una partizione individuata proprio nel modo ora 
descritto. Per ottenere la corrispondenza voluta tra R e la classe dei numeri razionali, 
basta far corrispondere a ogni numero razionale r la partizione individuata da r. 
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Possiamo dunque concludere: ogni partizione del campo reale è 
ancora un numero reale. In altri termini: il campo dei numeri reali 
definiti da Dedekind è chiuso rispetto all'operazione del «suddivi- 
dere in partizioni». 


4. 


Non ci fermeremo sulle varianti delle due teorie esposte nei para- 
grafi precedenti. 

La teoria nota con il nome di Weserstrass è basata sulle serie infi- 
nite e limitate. 

La teoria di Lipschitz è basata sulla considerazione delle succes- 
sioni monotòne; essa identifica un numero reale con una coppia di 
successioni monotòne (l’una crescente e l’altra decrescente) tali che 
la successione delle loro differenze risulti una zero-successione. Rien- 
tra in essa la definizione dei numeri reali a mezzo dei numeri deci- 
mali illimitati. 

La teoria di Lipschitz dà luogo a una figura geometrica intuitiva- 
mente assai efficace. Se noi segniamo sulla retta numerica i punti 
rappresentativi della prima successione (crescente) e i punti rappre- 
sentativi della seconda (decrescente) otteniamo una successione di 
intervallini decrescenti, uno interno all’altro, la cui lunghezza va 
tendendo a zero. Essi ci fanno intuitivamente apparire il numero 
reale come un punto sulla retta, punto in cui sembrano venire gra- 
dualmente a coincidere i due estremi del segmentino che tende a 
zero. Ma sulla discussione rigorosa di questo fatto torneremo nel 
capitolo 19. 

La teoria di Russe// proviene da quella di Dedekind, ma conside- 
ra, invece delle due classi A e B di una partizione razionale, la sola 
classe inferiore A che viene chiamata «segmento». Allora si defini- 
scono i numeri reali come «tutti i possibili segmenti costruiti nel 
campo razionale». 

Esporremo nel capitolo 19, paragrafo 7 la teoria dei numeri reali 
proposta da Brouwer, che - pur ricollegandosi alla definizione di 
Dedekind - presenta però qualcosa di molto nuovo, e non privo 
di interesse. Occorrerà fare precedere ad essa alcune considerazio- 
ni sul continuo. 
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di 


Abbiamo chiamato «numeri reali» tanto gli enti numerici creati 
da Cantor quanto gli enti numerici creati da Dedekind. È giustifi- 
cata una tale denominazione? Che essi siano identici, non lo si può 
in alcun modo affermare, poiché le loro definizioni si basano su con- 
cetti ben distinti. Occorre quindi cercare un’altra giustificazione. 
Essa è data dal seguente teorema, che per brevità non ci fermiamo 
a dimostrare: i/ sistema dei numeri reali di Cantor e il sistema dei nu- 
meri reali di Dedekind possono rappresentarsi l'uno sull'altro in modo 
biunivoco, simile e isomorfo. 

Scrive Waismann: «partendo dalla teoria di Dedekind si può pro- 
vare, che una serie di intervalli interni l’uno all’altro e infinitamen- 
te decrescenti individua un punto; viceversa, partendo dalla teoria 
di Cantor, si può dimostrare che una partizione determina un nume- 
ro. Sebbene le due teorie siano indipendenti l’una dall’altra, ogni 
teorema di analisi può venire formulato indifferentemente tanto 
nella prima quanto nella seconda; in matematica si parla perciò di 
numeri reali sic et simzpliciter, senza distinguere se si tratti di nume- 
ri nel senso di Cantor o nel senso di Dedekind». 


6. 


Senza entrare per ora in un esame analitico della struttura del 
sistema dei numeri reali, possiamo tuttavia enunciare quattro ben 
note proprietà fondamentali di esso: 

1) i suoi termini risultano ordinati; 

2) esistono nel sistema quattro operazioni (addizione, sottrazio- 
ne, moltiplicazione, divisione) fornite delle stesse proprietà formali 
di cui godono le quattro operazioni base dell’aritmetica dei numeri 
razionali; 

3) il sistema dei numeri reali si presenta come un ampliamento 
del campo razionale, poiché un suo sottoinsieme è rappresentabile 
in modo biunivoco simile e isomorfo sul sistema dei numeri razio- 
nali; 
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4) è valido nel sistema dei numeri reali il postulato di Eudosso- 
Archimede; cioè, se 4 e è sono due numeri reali positivi ed è 4< b, 
esiste un numero naturale x tale che 7 a> d. 

Sulla base di queste quattro proprietà è possibile enunciare due 
interessanti problemi. 


1) Abbiamo infittito il campo dei numeri razionali inserendo fra 
essi (vuoi con l’operazione di limite, vuoi con quella di partizione) i 
numeri reali; abbiamo anche mostrato che con le medesime opera- 
zioni non si può uscire fuori dal sistema dei numeri reali. Orbene: 
non sarà possibile scoprire un giorno qualche nuova operazione la 
quale ci costringa a infittire di nuovo il campo dei numeri reali? In 
termini più precisi: sarà o no possibile trovare una qualche nuova 
operazione che ci conduca a un ampliamento del campo dei numeri 
reali, fornito delle stesse quattro proprietà sopra enunciate valide 
per il sistema dei numeri reali? 


I1) Per elevarci dal campo razionale a quello dei numeri reali ab- 
biamo fatto ricorso a metodi operativi tra loro diversi: successioni 
convergenti, serie di intervallini tendenti a zero e interni uno all’al- 
tro, partizioni di Dedekind ecc. Siamo sempre giunti a sistemi rap- 
presentabili uno sull’altro in modo biunivoco, simile e isomorfo; 
cioè a un unico sistema di numeri. Orbene: non esisteranno altre 
vie, partenti dal campo dei numeri razionali, capaci di condurci a 
sistemi di numeri essenzialmente nuovi? In termini più precisi: può 
esistere un qualche sistema, fornito delle medesime quattro pro- 
prietà sopra enunciate valide per il sistema dei numeri reali, e inol- 
tre chiuso rispetto all'operazione di limite, il quale differisca in 
qualcosa di sostanziale dal sistema dei numeri reali? 

La risposta ai due problemi ora enunciati, è data dai seguenti teoremi: 


Teorema di completezza I numeri reali costituiscono un sistema, 
il quale non ammette alcun ampliamento fornito delle quattro pro- 
prietà fondamentali sopra riferite. 


Teorema di unicità Ogni sistema, fornito di tali quattro pro- 
prietà, e chiuso rispetto all'operazione di limite, può venire riferito 
termine a termine al sistema dei numeri reali con una corrisponden- 
za biunivoca, simile e isomorfa. Vi è dunque, a rigore, un unico si- 
stema del tipo accennato. 
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I limiti del corso ci impediscono di soffermarci quanto vorremmo 
su questo argomento, pur di così evidente interesse. Siamo perciò 
costretti, anche per questi teoremi come già per altri enunciati nel 
presente capitolo, a non esporne la dimostrazione. Rinviamo, per 
essa, al capitolo 13 dell’opera già tanto citata di F. Waismann /n- 
troduzione al pensiero matematico. 


193. 


Continuo atomistico e continuo geometrico 


Abbiamo fatto riferimento, più volte, alla retta numerica sulla 
quale, com'è noto, si sogliono immaginare «distesi» i nostri sistemi 
di numeri. Non è difficile spiegare che cosa si intenda dire, afferman- 
do che su tale retta è disteso il sistema dei numeri razionali: fissata 
un'origine (cui si fa corrispondere lo zero) e un verso positivo (il 
contrario è quello negativo), si fissa poi un segmento come unità di 
lunghezza; allora a ogni numero razionale +7/n corrisponderà un 
punto sulla retta: esso è il secondo estremo di un segmento, di lun- 
ghezza w2/n dell’unità di misura, avente il primo estremo sull’origi- 
ne e posto da una banda o dall’altra dell’origine stessa secondo il 
segno della frazione. 

Conlo stesso metodo si può riportare sulla retta numerica un nu- 
mero reale +, allorché sappiamo costruire, partendo dal segmento 
unitario, un segmento di lunghezza r. Ma qui sorge subito il proble- 
ma «con che mezzo lo sappiamo costruire?». E noto che, se stabilia- 
mo di servirci soltanto della riga e del compasso, non potremo 
costruire tutti i segmenti, aventi per lunghezza un generico numero 
reale r. Già abbiamo detto, nella parte prima di questo corso, che i 
geometri greci, per dimostrare l’esistenza di un numero reale (cioè 
di un punto sulla retta numerica), ritenevano indispensabile dare un 
metodo per la costruzione del segmento di lunghezza r. E abbiamo 
osservato che fu proprio questa limitazione l’origine di molte diffi- 
coltà da essi incontrate (cap. 3, $ 4). 

Le teorie di Cantor e di Dedekind sono riuscite a evitare, nel 
puro campo aritmetico, le difficoltà incontrate dai greci, introdu- 
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cendo una definizione generalissima e astratta del numero reale. 
Resta però a chiedersi: che cosa ci dice questa definizione per la ret- 
ta numerica? E possibile concludere, dall'esistenza di un numero 
reale r (come partizione, o come successione convergente), alla esi- 
stenza di un punto corrispondente sulla retta numerica? 

Come abbiamo accennato nel paragrafo 4 del capitolo preceden- 
te parlando della teoria di Lipschitz, può sembrare che l’intuizione 
venga un po’ in nostro aiuto, se definiamo in astratto il numero rea- 
le per mezzo di due successioni monotòne (l'una crescente e l’altra 
decrescente) tali che la successione delle loro differenze risulti una 
zero-successione. In questo caso infatti tali successioni danno luogo, 
sulla retta numerica, a segmentini sempre più piccoli che vanno gra- 
dualmente riducendosi a un solo e unico punto. «Ecco allora trova- 
ta la risposta! — esclamerà qualcuno. - Proprio quest’ultimo punto 
rappresenta nella realtà geometrica il numero reale che era stato 
astrattamente definito». 

I matematici dell’epoca di Weierstrass, Dedekind, Cantor ecc. 
non potevano però lasciarsi indurre in inganno da questa illusoria 
dimostrazione di carattere intuitivo non rigoroso. «Grande o pic- 
colo che sia - scrive Du Bois-Reymond - il segmento rimane sempre 
un intervallo compreso fra due estremi razionali. Se noi tutto d’un 
tratto sostituiamo, senza ragione logica, il punto al segmento, com- 
piamo con ciò un atto arbitrario, col quale introduciamo una nuova 
rappresentazione in luogo dell’antica, e ammettiamo a priori quel 
che doveva venire dimostrato. Parlar qui, come qualcuno vorrebbe, 
di un graduale coincidere di due punti è un completo non senso. O 
gli estremi si trovano separati da un segmento, oppure coincidono 
formando un unico punto; uno stato intermedio non esiste». 

Du Bois-Reymond aveva perfettamente ragione; per giungere 
alla esistenza di un punto sulla retta numerica, corrispondente a un 
generico numero reale r (definito in astratto col metodo di Dede- 
kind, o di Cantor, o di Lipschitz, poco importa), bisogna far ricorso, 
non a una dimostrazione, ma a un postulato: il cosiddetto postulato 
della continuità. 
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Il postulato della continuità presenta due diverse enunciazioni, 
nella teoria di Dedekind e in quella di Cantor. Cominciamo con 
quella di Cantor. 

«Siano date, sopra una retta r, due classi C, C' di punti tali che: 
1) ogni punto di C sia a sinistra di ogni punto di C'; 2) preso comun- 
que un segmento €, si possa trovare un segmento minore di € di cui 
un estremo sia un punto di C e l’altro un punto di C'; allora esiste 
sulla retta run punto di separazione delle due classi». 

Tenuto conto che la teoria dei numeri reali di Cantor può venire 
esposta — senza alcuna sostanziale variazione - nella forma di Lip- 
schitz, si vede subito che il postulato ora riferito ci permette di di- 
mostrare che a ogni numero reale x corrisponde effettivamente un 
punto sulla retta numerica. 

Ecco ora l’enunciazione di Dedekind. 

«Se i punti di una retta r vengono ripartiti in due classi A e B tali 
che: 1) nessuna di esse sia vuota; 2) ogni punto della retta apparten- 
ga o all’una o all’altra delle due; 3) ogni punto della classe A prece- 
da (secondo il senso fissato sulla retta) ogni punto della classe B; al- 
lora esiste sulla retta run punto di separazione delle due classi, punto 
che a seconda dei casi potrà appartenere ad A o a B».. 

Anche qui si dimostra facilmente che: ogni partizione di Dedekind 
dà luogo (ove si distendano i numeri razionali sulla retta r) a una ri- 
partizione dei punti di r soddisfacenti alle tre condizioni del postu- 
lato anzidetto. Esso ci garantisce pertanto, che esiste sulla retta nu- 
merica un punto in corrispondenza con il numero reale definito da 
tale partizione. Il punto in questione costituisce il limite superiore 
di A e il limite inferiore di B - il nostro Peano ha definito i numeri 
reali proprio come limiti superiori — e può venire aggregato o ad A 
costituendo allora il suo massimo, o a B costituendo il suo minimo. 


3. 


Una volta riusciti a «distendere» per mezzo del postulato della 
continuità i numeri reali sulla retta numerica, possiamo ora chie- 


CONTINUO ATOMISTICO E CONTINUO GEOMETRICO 27! 


derci che cosa dovremo intendere — in accordo con i postulati poco fa 
esposti — per insieme continuo. 

Sarà opportuno, a tale scopo, prendere le mosse dal postulato di 
Dedekind e impotre al generico insieme I - che vogliamo riesca 
«continuo» — di godere di quelle proprietà della retta, sulle quali ci 
Biamo fin qui appoggiati. 

Innanzi tutto l’insieme preso in considerazione I dovrà essere 
ordinato, come lo sono i punti della retta (una volta fissato un senso 
sopra di essa). 

Supponiamo, ora, di averlo suddiviso in due sottoinsiemi A e B 
soddisfacenti a tre condizioni analoghe a quelle ricordate nel postu- 
lato di Dedekind; e cioè: 1) che nessuno dei due sottoinsiemi sia 
vuoto; 2) che ogni elemento di I appartenga a uno determinato dei 
due sottoinsiemi; 3) che ogni elemento del sottoinsieme A preceda 
ogni elemento del sottoinsieme B. 

In via teorica potranno presentarsi quattro casi diversi: 

a) la ripartizione è tale che A possiede un ultimo elemento e B un 
primo elemento. Ciò si verifica, per esempio, se I è l’insieme dei 
numeri naturali; 

b) la ripartizione è tale che A possiede un ultimo elemento, ma B 
non possiede un primo elemento; 

c) la ripartizione è tale che A non possiede ultimo elemento, ma 
B possiede il primo elemento; 

d) la ripartizione è tale che A non possiede ultimo elemento e B 
non possiede primo elemento. Ciò si verifica talvolta, se l'insieme I 
è l'insieme dei numeri razionali. 

Nel caso a) diremo che la ripartizione è a intervalli; nel caso d) che 
esso è a lacune. Nel caso bd) e c) la ripartizione verrà detta continua. 

Che cosa afferma il postulato di Dedekind per la retta r? Esso af- 
ferma che tutte le ripartizioni dei punti della retta soddisfacenti alle 
condizioni 1), 2), 3) sono del tipo 2) e c). Ebbene: noi ci serviremo 
proprio di questo fatto per raggiungere il concetto generale di con- 
tinuità. 

Stabiliremo cioè per definizione: un insieme ordinato I dicesi con- 
tinuo, allorché non sono possibili, in esso, ripartizioni a intervalli né ri- 
partizioni a lacune. 
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4 


Prima di proseguire la nostra analisi, occorre stabilire molto rapi- 
damente un confronto tra le due enunciazioni del postulato della 
continuità: quella di Cantor e quella di Dedekind. 

Abbiamo detto nel capitolo precedente che l'insieme dei numeri 
reali di Cantor e quello dei numeri reali di Dedekind possono venire 
rappresentati uno sull’altro in modo biunivoco, simile e isomorfo. 
Parrebbe di poterne ora concludere: dunque i due postulati della 
continuità debbono, essi pure, risultare equivalenti. Questa conclu- 
sione è falsa. Applicati l’uno o l’altro sulla retta numerica, i due po- 
stulati si equivalgono (cioè danno luogo alle medesime conseguenze), 
in quanto già si presuppone che i segmenti della retta considerata sod- 
disfino al postulato di Eudosso-Archimede, cui soddisfano i numeri 
razionali. Se però non si partisse da questo presupposto, le conseguen- 
ze tratte dall’uno non coinciderebbero con quelle tratte dall’altro. 

Non è difficile dimostrare che: i/ postulato di Dedekind contiene 
in sé quello di Eudosso- Archimede. 

Per vederlo, possiamo procedere per assurdo. Supponiamo a tale 
scopo che per alcuni segmenti non nulli ricavabili da un certo insieme 
ordinato I di punti, non sia soddisfatto il postulato di Eudosso-Ar- 
chimede. Ne concluderemo, se invece supponiamo soddisfatto il 


postulato di Dedekind, un assurdo. Sia AB<AC(AB#0). 


M 


4 
I Ù I 


A B CE 


e supponiamo che per nessun numero naturale x accada che x AB> AC. 
Allora facciamo una partizione dei punti di AC nel seguente modo: 
1) nella prima classe x poniamo tutti quei punti H, per cui non esi- 


ste un 7 tale che x AH> AC. Questa classe non è vuota perché con- 
tiene almeno B; 2) nella seconda classe B poniamo i punti K, per i 


quali si può trovare un opportuno x tale che x AK > AC. Neppure 
essa è vuota, perché contiene almeno C. Si vede subito che & e B 
soddisfano tutte tre le condizioni del postulato di Dedekind; perciò 
— se supponiamo applicabile all’insieme I il postulato di Dedekind — 
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ne concluderemo che esiste un punto M di separazione fra le due 
classi x e 3. Ebbene: è facile dimostrare che di qui si ricava un assurdo. 

Prendiamo un punto Y su MC, tale che sia MY< AM. La cosa è 
possibile poiché, essendo per ipotesi AB #0, è a maggior ragione 
AM # 0. Ora dividiamo il segmento A Y in due parti eguali, chiaman- 
do X il punto di mezzo di AY. Poiché abbiamo supposto MY < AM, 
è chiaro che X dovrà cadere a sinistra di M. 

Poiché Y cade a destra di M si avrà che per un opportuno valore 
di n, e sia per esempio n*, è: n# AY> AC. 

Invece, poiché X Li. a sinistra di M dovrebbe non esistere alcun 
valore di x, per cui sia n AX> AC. 

Le due conclusioni si contraddicono a vicenda perché dal fatto 
che è: 


n AY> AC, 
e che sappiamo: 
AY=2AX, 
si deduce subito: 
2n* AX> AC. 


Dunque è impossibile negare il postulato di Eudosso- Archimede, 
quando si accetta il postulato di Dedekind. 

Questa impossibilità non si verifica invece per il postulato di 
Cantor. Si sono invero costituiti degli insiemi ordinati di punti, 
continui nel senso di Cantor, i quali non soddisfano il postulato di 
Archimede. Sono i «continui non archimedei» studiati da Verone- 
se nel 1890 e alcuni anni più tardi da Hilbert. 

Ci dovremo accontentare di queste poche parole, per non essere 
trascinati fuori dal tema che abbiamo in animo di trattare. Credia- 
mo tuttavia che il nostro cenno sia stato opportuno per mostrare, 
anche qui, quanti progressi abbia compiuto l’esigenza critica negli 
ultimi decenni del secolo scorso. 

Il confronto critico tra i due enunciati del postulato della conti- 
nuità ha portato alla seguente conclusione: accettare il postulato di 
Dedekind equivale ad accettare simultaneamente quello di Cantor 
e quello di Eudosso-Archimede. 
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5. 


Contro la concezione del continuo esposto nel paragrafo 3 si sono 
elevate, in tempi recenti, alcune gravi obiezioni. 

Questa concezione prende come suo punto di partenza un insie- 
me ordinato I di elementi (nel caso della retta: un insieme di punti); 
cioè: suppone già dati i punti; suppone che gli elementi di I co- 
stituiscano, per così dire, il materiale da cui I è fabbricato. Solo in 
seguito essa giunge all’idea della continuità: come idea definibile 
attraverso certe proprietà degli elementi di I. 

Orbene - si obietta da parte di Brouwer, di Weyl, di Fischer ecc. - 
il continuo che così otteniamo non è quello geometrico; è un continuo 
artefatto, un continuo aritmetico, o meglio atomistico, perché ricavato 
dagli elementi di I, pensati come elementi primitivi (ossia, in cer- 
to modo, come atomi, secondo la vecchia tradizione pitagorica). Ma 
la concezione pitagorica non può che travisare l’intuizione origina- 
ria del continuo. In questa intuizione il continuo si rivela, invece, 
come qualcosa di strutturalmente irreducibile al punto, secondo 
quel che già aveva detto molto bene Anassagora (si ricordino i fram- 
menti di lui, citati nel paragrafo 1 del capitolo 3). 

Giustapponendo gli uni agli altri dei pretesi elementi ultimi, indi- 
visibili, non si ottiene il continuo: giustapponendo gli uni agli altri 
dei punti assolutamente privi di estensione non si ottiene alcun seg- 
mento esteso. 

La struttura del continuo può venire intesa, non partendo dai punti, 
ma dal continuo stesso; tenendo cioè presente questo importantissi- 
mo fatto, che: dividendo un segmento in un numero grande quanto 
si vuole di parti, si ottiene sempre, ancora, un segmento, a sua vol- 
ta divisibile a volontà. I pretesi «punti indivisibili» sono soltanto 
segni divisori tra un segmento e l’altro, non sono gli elementi costi- 
tutivi del continuo. 

Già Leibniz aveva visto con chiarezza il grave problema che si 
nasconde nel «labirinto del continuo». Aveva sostenuto, perciò, che 
i punti matematici sono mere modalità, non «parti dello spazio»; /e 
parti di una distanza sono altre distanze minori. Spazio e tempo non 
vanno - secondo lui - confusi con le sostanze; quando si afferma che 
una sostanza è l’aggregato di certe sostanze individuali che la com- 
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pongono, bisogna intendere che l’aggregato è logicamente susse- 
guente agli elementi componenti; quando invece si afferma che un 
determinato spazio o un determinato tempo può venire diviso in 
parti, bisogna intendere che il tutto precede logicamente le parti in 
cui lo dividiamo. Pur attraverso le oscurità del linguaggio metalisi- 
co, vi è qui la chiara visione del carattere matematico del problema 
del continuo, assolutamente inconfondibile con il problema della 
composizione fisica della materia.! Se vogliamo considerare il con- 
tinuo come aggregato, dobbiamo ricordarci sempre che esso è un 
aggregato di tipo strutturalmente diverso dagli aggregati di oggetti, 
di atomi, di elementi originari indivisibili. 


6. 


È possibile tradurre in numeri il continuo geometrico? Sì, rispon- 
dono i suoi sostenitori; facendogli però corrispondere, non un insie- 
me di numeri reali, ma una «lunghezza » ovverossia una «differenza 
tra numeri reali». 

E noto che una differenza del genere ora considerato potrà sem- 
pre venire divisa quanto si vuole, ottenendosi ogni volta un risulta- 
to, che ancora può riguardarsi come una differenza (del medesimo 
tipo di quella da cui siamo partiti). Essa rispecchia quindi, molto 
fedelmente, la struttura del continuo geometrico accennata nel pa- 
ragrafo precedente. 

In questo modo risulta giustificata, senza difficoltà, la distribuzio- 
ne dei numeri reali sul continuo. Anzi, una semplice riflessione su 
quel che fu esposto nel paragrafo 1 ci mostra che: allorquando abbia- 
mo «disteso» i numeri razionali (e, in genere, reali) sulla retta nume- 
rica, questa comparve, nel procedimento da noi seguito, proprio sot- 
to la forma di «segmenti aventi una determinata lunghezza», non 
sotto la forma di «aggregato di punti indivisibili e privi di lunghezza». 

Non posso fermarmi ulteriormente sulla descrizione del «conti- 
nuo geometrico», opposta dagli autori poco fa accennati al «conti- 
nuo aritmetico o atomistico». Segnalo però la serietà dei loro argo- 


1 Vedi su questo argomento il capitolo dedicato al «labirinto del continuo» nell’ope- 
ra di Russell su Leibniz, citata nel capitolo 9. 
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menti; la serietà soprattutto delle loro obiezioni contro la pretesa di 
«far sorgere il continuo dai punti». «Il sorgere del continuo - essi 
dicono - significherebbe un assoluto divenir nulla dei continui par- 
ziali»; e questo «divenir nulla» è qualcosa di inconcepibile. 

Ciò che ci può trarre in errore è che sulla retta numerica sembra 
realizzata una corrispondenza tra numeri reali e punti (presi questi 
ultimi come elementi originari della retta); in realtà le cose stanno 
ben altrimenti: vi è una corrispondenza fra segmenti OA, conside- 
rati come «lunghezze» non come «aggregati di punti», e differenze 
di numeri reali (il numero reale x corrispondente al segmento OA 
denota, a rigore, la differenza r— 0, tra il numero reale r e il nume- 
ro reale 0). 

Le pubblicazioni che mi sembrano più chiarificatrici su questo sot- 
tile argomento, sono: Hermann Weyl, Das Kontinuum (1918);? H. 
Weyl, Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik (1921); H. Weyl, 
Philosophie der Matbematik und Natunwissenschaft (1927); Ludwig 
Fischer, Die Grundlagen der Philosophie und der Mathematik (1933). 


7. 


Per quanto le considerazioni riferite nel paragrafo 6 giustifichino 
abbastanza bene la possibilità di «distendere» sul continuo geome- 
trico i numeri reali, esse non riescono tuttavia a eliminare una certa 
incongruenza fra i due concetti. In breve: non si vede bene il rap- 
porto esistente fra il continuo geometrico, in cui i punti perdono la 
loro determinatezza individuale, e i numeri reali nel senso in cui 
vennero definiti da Dedekind o da Cantor. 

E naturale, quindi, che l’approfondimento del concetto di «con- 
tinuo geometrico» abbia condotto a una nuova teoria dei numeri 
reali. Essa è dovuta al caposcuola del cosiddetto indirizzo neo intui- 
zionista, l'olandese L. E.J. Brouwer, che presentò all'accademia di 
Amsterdam, a partire dal 1918, alcune memorie molto notevoli sul- 
la fondazione intuizionistica della teoria degli insiemi; e più tardi 
(1925-27) pubblicò una serie di tre articoli intorno al medesimo 


2 [Trad. it. I/continuo, Bibliopolis, Napoli 1977]. 
3 [Trad. it. Filosofia della matematica e delle scienze naturali, Boringhieri, Torino 1967). 
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argomento sui «Mathematische Annalen». La teoria dei numeri rea- 
li di Brouwer si trova pure esposta nelle due ultime fra le tre opere 
di Weyl citate nel paragrafo precedente, e in tutti i numerosi lavo- 
ri, usciti negli ultimi venti anni, sull’indirizzo intuizionista. Mi limi- 
terò a ricordarne uno che mi pare distinguersi per la sua notevole 
chiarezza: Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik di Arend 
Heyting (1931). 

Per riassumere i punti fondamentali della nuova teoria, è necessario 
ricordare soprattutto due cose: la definizione di numero reale come 
partizione di Dedekind, e il risultato che dimostrammo nel paragrafo 
1 del capitolo 18 circa la numerabilità dei numeri razionali. 

Supponiamo fissata, una volta per sempre, una successione 


41, 43, 43,44, 45... [o] 


che comprende tutti i numeri razionali. 

In qual modo possiamo stabilire sulla [0] una partizione del campo 
razionale, partizione che (secondo Dedekind) ci definirà un numero 
reale p? Possiamo farlo, scindendo i termini di o in due classi A e B 
fornite dalle note tre proprietà; in pratica lo faremo, stabilendo una 
legge che ci dica, per ogni termine a,, se vogliamo inserirlo nella clas- 
se Ao nella classe B (per comodità di linguaggio diremo «a sinistra» o 
«a destra», secondo che vogliamo inserirlo in A o in B). Occorre però 
che questa successione di attributi «a sinistra» e «a destra» risulti in 
accordo con le tre note proprietà delle partizioni di Dedekind; e per- 
ciò 1) essa dovrà conservare l’ordine naturale dei numeri razionali, e 
quindi ogni numero cui annettiamo l’attributo «a sinistra» dovrà 
risultare minore di ogni numero «a destra»; 2) non potrà porre tutti 
gli 4; a destra, né tutti a sinistra; 3) potrà eventualmente lasciare inde- 
terminato l’attributo di uno, e tutt’al più uno, dei numeri 4;. 

Conveniamo d’ora in poi, nel presente paragrafo - senza bisogno 
di ripeterlo volta per volta —, di supporre che le successioni da noi 
considerate di attributi «a sinistra» e «a destra» soddisfino, tutte, 
alle tre condizioni qui su riferite. 

Ciò premesso, risulta dalla teoria di Dedekind che un numero rea- 
le è una successione di attributi «a sinistra» e «a destra» da collegarsi ai 
termini a; della [9]. 

E a questo punto che Brouwer introduce la sua idea originale. 
Supponiamo, egli dice, di avere fissato gli attributi dei primi N ter- 
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mini di [0]; e consideriamo tutte le possibili successioni di predicati 
attribuibili ai termini di [9] che nei primi N posti, coincidono con 
quelle fissate. Poi determiniamo gli attributi di altri M termini; e di 
nuovo consideriamo tutte le possibili successioni di predicati, in 
accordo con gli N + M predicati da noi stabiliti. Che conseguenza 
porta l’avere determinato gli attributi di questi nuovi M termini? Ha 
per conseguenza, di avere escluso alcune delle successioni prima pos- 
sibili; essendo però chiaro, che le successioni rimaste possibili con- 
tinuano a essere —- come prima - tante quante si vuole. 

Una successione determinata in tutti i suoi termini, cioè comple- 
tamente determinata da una legge, rappresenta un numero reale nel 
senso di Dedekind. Una successione determinata soltanto nei suoi 
primi N termini, e per gli altri liberamente proseguibile, è ciò che 
- secondo Brouwer - rappresenta un segmento del continuo lineare. 
L’aggiunta della determinazione di altri M termini equivale a una 
riduzione di lunghezza di questo segmento, che non muta però la 
sua struttura di «continuo lineare». Infatti: sia che vengano deter- 
minati gli attributi dei primi N termini, sia che vengano determina- 
ti quelli dei primi N+ M, resta immutato il fatto che: dopo di essi la 
successione è liberamente proseguibile. La libera proseguibilità ed 
essa sola costituisce - secondo Brouwer - la struttura caratteristica 
del continuo. 

Che cosa significa «dare» un numero reale? Significa stabilire 
sempre nuove determinazioni di attributi; cioè restringere sempre 
più l’intervallo continuo, da cui si intende di estrarre quel numero. 
Ne segue che: due punti (ossia due numeri reali) risulteranno coix- 
cidenti, se i successivi intervallini che intervengono nella loro defi- 
nizione hanno sempre una parte comune; risulteranno invece distin- 
ti, se giunge una volta in cui l’intervallino che racchiude il primo e 
quello che racchiude il secondo sono completamente esterni tra loro. 

Vedremo, in seguito, che la teoria qui accennata di Brouwer si con- 
nette alla sua critica generale del principio del terzo escluso; l’im- 
portante è, per ora, avere inteso bene la caratteristica impostazione 
della sua ricerca. Questa consiste nel considerare il «continuo» come 
concetto originario, e invece il «punto» come concetto derivato. I 
punti «si estraggono» dal continuo, non lo costituiscono. Per mez- 
zo di una legge precisa, che determini a priori ta la successione 
degli attributi «a destra» e «a sinistra» da collegarsi ai termini del- 
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la [0], si riesce a «beccare» un punto dalla «totalità» del continuo; 
non vi è modo, però, di determinare in un primo tempo tutti i pun- 
ti e poi costruire con essi un insieme che risulti continuo. Scrive con 
entusiasmo il Weyl: «a chi, nell’astratto formalismo della matemati- 
ca moderna, ha ancora conservato il proprio senso dei dati intuitivi, 
la concezione di Brouwer si presenta come la liberazione da un modo 
di esprimersi fastidioso e inesatto». 

Il modo di esprimersi di Dedekind e di Cantor era «fastidioso e 
inesatto» perché dava l’impressione di voler prizza definire i singoli 
numeri reali per mezzo di considerazioni sui numeri razionali (cioè, 
in ultima analisi, sui numeri naturali) e di volere poi costruire con essi 
il continuo, il che sarebbe totalmente erroneo. La teoria di Brouwer 
avrebbe invece - secondo i suoi sostenitori - il grande vantaggio di 
partire dal continuo come da idea originaria, non riducibile ad 
alcunché di più semplice, e di presentare i singoli numeri reali come 
«estratti», «beccati» dal continuo. Il carattere intuizionista della teoria 
si rivela nel rifiuto di ricondurre il «continuo» a qualche altro concet- 
to più semplice; si rivela nell'accettare francamente il «continuo» 
come intuizione primitiva che non ha bisogno di venire spiegata. 


20. 


La potenza del continuo 


Nel presente capitolo noi ci atterremo alla concezione ordinaria 
del continuo, quella cioè di Dedekind e Cantor. Soltanto nel capi- 
tolo 23, discutendo delle antinomie del continuo, faremo talora ri- 
ferimento alla teoria di Brouwer spiegata negli ultimi paragrafi del 
capitolo 19. 

Abbiamo affermato nel paragrafo 1 del capitolo precedente che con 
l'insieme dei numeri reali, cioè con il cosiddetto «continuo», uscia- 
mo fuori dal numerabile. E venuto il momento di dimostrarlo. 

Possiamo procedere per assurdo. 

Supponiamo che il continuo sia numerabile, e cioè che si possa 
raccogliere in una successione &;, %,, X3... tutti i numeri reali; ora 
scriviamoli tutti in forma decimale illimitata, e, poiché un decima- 
le limitato può scriversi in due forme equivalenti (per esempio: 
2,75000... = 2,74999...) stabiliamo di scegliere sempre la seconda 
(in cui il periodo è 9). Avremo: 


= bi, 413 412413 414 --- 
04 = Da, 47) 477 423/424 «. 
X3 = b3, 431 437433 d34 >. 


Ora fabbrichiamoci un numero reale È nel seguente modo: la parte 
intera di È sia d,; la prima cifra decimale sia 


1lsea;;71 
2 se d;;= 1 
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la seconda cifra decimale sia analogamente 


lsea,,#1 
2 se 4,,= 1 


ecc. È chiaro che È è diverso da a, perché differisce da esso per la 
prima cifra decimale; è diverso da x, perché differisce da esso per 
la seconda cifra decimale ecc. Dunque non compare nella successio- 
ne &;, X,... Né viè pericolo che esso sia uno degli stessi a, scritto in 
altra forma; perché sappiamo che, quegli x, che si possono scrivere 
in due forme, hanno da un certo punto in poi le loro cifre tutte egua- 
li a zero o tutte eguali a nove; mentre È ha le sue cifre decimali egua- 
li, sempre, o a 1 o a 2. Bisogna perciò concludere che, comunque sia 
stata costruita la successione &;, X,..., certamente esiste qualche 
numero reale non compreso in essa. In altri termini: l’insierze for- 
mato da tutti i numeri reali non è numerabile. 

Possiamo ora dimostrare con tutta facilità il seguente teorema: 
un segmento qualunque ha la medesima potenza del continuo: cioè i 
punti di un segmento qualunque possono venir posti in corrispon- 
denza biunivoca con i punti di tutta la retta. Basta spezzare il seg- 
mento in due parti eguali, formando con esse un triangolo isoscele. 
Poi proiettare i due lati eguali del triangolo su di una retta r paralle- 
la alla base, prendendo come centro di proiezione il punto medio 
della base stessa. 





Si vede subito che a ogni punto K della retta r corrisponde un 
punto, e uno solo, della spezzata aperta ABC; e viceversa. 
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2: 


Dimostreremo che: sopprimzendo dall'insieme continuo C una infi- 
nità numerabile di punti K, l’insieme restante R ha ancora la potenza 
del continuo. (R però, come risulta immediato dalla definizione 
di «insieme continuo» riferita nel paragrafo 3 del capitolo 19, non 
sarà più un «insieme continuo». Questo risultato può servire come 
esempio a illustrarci la differenza fra «struttura continua» e « po- 
tenza del continuo»). 


Dimostrazione L’insieme R sarà ancora, senza dubbio, infinito, 
poiché nel caso contrario l’insieme continuo C sarebbe stato nume- 
rabile. Dunque esso conterrà certamente un subinsieme I avente la 
potenza del numerabile 


bi, ba, bi... [1] 
che possiamo scindere senza difficoltà in due insiemi numerabili 
bi, b3, bs... [2] 
ba, b4, bg... [3] 


Orbene, conveniamo di fissare tra i punti dell’insieme continuo C e 
i punti di R la seguente corrispondenza: a ogni punto di C che ap- 
partiene a K facciamo corrispondere un punto dell’insieme [2], il 
che è possibile essendo K un insieme numerabile; a ogni punto di 
C che appartiene all’insieme [1] facciamo corrispondere un punto 
dell’insieme [3], il che pure è possibile; gli altri facciamoli corrispon- 
dere ciascuno a se stesso. E evidente che la corrispondenza è biuni- 
voca. Essa ci garantisce che l’insieme residuo R e l’insieme C hanno 
la medesima potenza. 

Il teorema ora dimostrato, insieme al primo teorema del paragra- 
fo precedente, ha permesso a G. Cantor di ricavare nel 1873, dalla 
sua teoria degli insiemi, un importantissimo teorema di algebra. Fu 
una delle prime e più brillanti prove della grande fecondità della 
teoria degli insiemi per tutti i rami della matematica. 

E noto che cosa si intende per nuzzero algebrico: un numero che 
sia la radice di una equazione algebrica a coefficienti interi. Dicesi 
invece numero trascendente un numero che non sia la radice di alcu- 
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na equazione algebrica a coefficienti interi. La esistenza di numeri 
non algebrici fu per la prima volta dimostrata dal matematico fran- 
cese Liouville nel 1844, in forma assai schematica; egli stesso com- 
pletò la propria dimostrazione nel 1851. Tale dimostrazione si fon- 
dava su certe proprietà dei denominatori parziali degli sviluppi in 
frazione continua dei numeri algebrici; e concludeva alla esistenza 
di «classi molto estese» di numeri, che non possono essere algebrici 
perché danno luogo a frazioni continue i cui denominatori parziali 
non godono delle anzidette proprietà. Era una interessantissima, se 
pur molto laboriosa, dimostrazione che lasciava però incerto quan- 
to fossero estese le classi dei numeri non algebrici. 

Ebbene: nel 1873 Cantor ha dimostrato con un ragionamento 
semplicissimo che i numeri trascendenti formano una classe avente la 
potenza del continuo. 

Basta dimostrare che i numeri algebrici formano una infinità 
numerabile. 

Sia data una equazione algebrica arbitraria a coefficienti interi: 


a, +a,-19071+...+4,x+49=0; [4] 
si chiama altezza di questa equazione il numero intero 
b=(n-1)+|[a,]1+]a,-11+...+|a;] +a0l. 


Si vede subito che a ogni equazione algebrica a coefficienti interi 
corrisponde una data altezza; e viceversa: a ogni altezza corrisponde 
un numero finito di equazioni algebriche. (Lo si provi, per esempio, 
scrivendo tutti i coefficienti possibili di una equazione che abbia per 
altezza 3). Una volta fissato è, si vede poi facilmente che è possibile 
ordinare secondo una legge universale e ben precisa le equazioni 
aventi tale altezza: basterà, innanzi tutto, ordinarle in base al loro 
grado: e poi ordinare quelle che hanno lo stesso grado in base al valo- 
re del coefficiente 4,,; ordinare quelle che hanno lo stesso grado e lo 
stesso valore di 4,,, secondo il valore del coefficiente 4,_ ; ecc. 

Ne risulta la possibilità di ordinare tutte le equazioni algebriche; 
basterà scrivere: prima quelle di altezza 1, poi quelle di altezza 2, 
poi quelle di altezza 3 ecc., disponendo le equazioni della medesima 
altezza nell’ordine fissato dalla legge or ora riferita. 

Ma ogni equazione algebrica ha un numero finito di radici; quindi: 
sostituendo in luogo di ciascuna equazione le sue radici reali (ordi- 
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nate per esempio secondo la loro grandezza); e poi cancellando, nella 
serie ottenuta, quelle radici che già comparissero in precedenza (come 
radici di equazioni già considerate); si ottiene una successione 


ui [5] 


in cui trovano posto, una e una volta sola, tutti i numeri algebrici. 

Dunque i numeri algebrici formano una infinità numerabile. 
Ricordando che l’insieme del continuo - costituito da tutti i nume- 
ri reali - non è numerabile; ricordando che, se si sopprime dall’in- 
sieme del continuo una infinità numerabile di elementi, si ottiene 
un insieme residuo che ha ancora la potenza del continuo; si può 
concludere: sopprimendo, dall’insieme di tutti i numeri reali, l’infi- 
nità numerabile dei numeri algebrici si ottiene un insieme residuo 
che ha ancora la potenza del continuo. E cioè: i numeri trascenden- 
ti formano un insieme che ha la potenza del continuo. 

Nel medesimo anno, 1873, Hermite dimostrava che il numero e è 
trascendente. Nel 1882 Lindemann scopriva una prima dimostrazione 
della trascendenza di 7, poi notevolmente semplificata da Weierstrass 
nel 1885. Da allora l'insieme dei numeri trascendenti ha costituito uno 
dei più interessanti campi di ricerche della matematica moderna. 


3. 


Il numero cardinale spettante all’insieme continuo è stato indi- 
cato con la lettera c. In altri termini: c è la potenza dell’insieme di 
tutti i numeri reali. Dal secondo teorema del paragrafo 1 si deduce 
che ancora eguale al medesimo c è la potenza di tutti i numeri reali 


compresi fra 0 e 1. 
Il teorema riferito all’inizio del paragrafo 2 ci dimostra che: 


CEN=C. 
Sono pure di immediata dimostrazione le seguenti formule: 
ctc=c 
No CC. 
Nel 1878 Cantor ha dimostrato un teorema molto importante e, 
a prima vista, paradossale: un segmento s può venir rappresentato 
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biunivocamente sul quadrato di lato s. (Rinviamo, per la dimostrazio- 
ne di questo teorema, e per i suoi rapporti con la celebre «curva di 
Peano» al capitolo 12 dell’opera, tante volte citata, di Waismann). 

Poiché il quadrato di lato s si può pensare ottenuto come somma 
di una infinità continua di segmenti (eguali a s), costituiti ciascuno 
a sua volta da una infinità continua di punti, si deduce: 


CCG: 


4. 


Un teorema molto importante ci dice: 
20=c. 


E cioè (tenuto conto del teorema 1 del paragrafo 5, capitolo 14): 
dato un qualunque insieme numerabile N, l'insieme di tutti i sottoin- 
siemi di N (compreso l'insieme stesso e l'insieme nullo) ha potenza egua- 
le al continuo. 

Per dimostrarlo, ricordiamoci che 2% ci dà la potenza dell'insieme 
O, formato da tutte le possibili applicazioni di un insieme numerabile 


M(a,, 4, 43...) 
sopra un insieme I di due elementi; per esempio sopra l'insieme 
I(0, 1) 


Ma che cosa sono queste applicazioni di M su I? Sono tutte le possi- 
bili successioni formate con i soli due numeri 0, 1. Per esempio: 


[6] 


Chiamiamo O l’insieme di tutte queste possibili successioni; e 
scindiamo O in due sottoinsiemi, R, $, così formati: R contiene tut- 
te e solo le successioni nelle quali compare un numero finito di 1; $ 


286 CAPITOLO VENTESIMO 


contiene tutte e sole le successioni con una infinità di 1. Poiché R e 
S non hanno elementi comuni, si ha 


O=R+5. 


Ora formiamoci la serie: 
+... [9] 


e poniamo, in essa, al posto dei numeratori 4,, 4), 43... i valori dei 
termini delle varie successioni [6]. Da ognuna di queste successioni, 
otterremo una determinata serie numerica; per esempio: 
0.00 0 0 
—+3+3+3+.. 
20° 20° 
1 1 1 


[7] 


E facile vedere che una serie del tipo [0], ove al posto delle 4, si 
sostituiscono 0, 1, costituisce l'analogo di una serie del tipo: 


4) 47 43 
pippi. [a] 
10 10 10 10 
ove al posto dei numeratori 4, si sostituiscano, via via, tutte le cifre 
0; 24:91 
Ma sappiamo che una serie del tipo [t] (la quale può anche venire 
scritta sotto forma decimale 


0, 41, 42, 43,44...) 


rappresenta un numero reale compreso fra 0 e 1. Allo stesso modo 
una serie di tipo [6] rappresenterà un numero reale compreso fra 0 e 
1; malo rappresenterà secondo il sistema diesizzale [binario] anziché 
secondo il sistema decimale. 

Sappiamo pure che, dato un qualsiasi numero reale + compreso 
fra 0 e 1, lo si può sempre rappresentare sotto forma decimale in uno 
e un solo modo (salva l'eccezione per i numeri decimali limitati che 
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- come abbiamo detto nel paragrafo 1 - danno luogo a due diversi 
sviluppi, uno limitato e uno illimitato; eccezione però evitabile come 
abbiamo spiegato nel medesimo paragrafo). Allo stesso modo si di- 
mostra, che r può sempre venire rappresentato in forma biesimale, 
dando luogo anche qui a un solo sviluppo se si evita di usare la for- 
ma biesimale limitata. 

Ne concludiamo: se ci si limita alle serie [0] originate da una suc- 
cessione appartenente al sottoinsieme S — serie che, per contenere 
una infinità di 1, saranno certamente illimitate —- si ha una corri- 
spondenza biunivoca, perfettamente determinata, tra tali serie e i 
numeri reali compresi tra 0 e 1. E pertanto: si ha una corrisponden- 
za biunivoca, perfettamente determinata, tra le successioni di S e i 
numeri reali compresi fra 0 e 1; cioè l'insieme S ha la potenza del 
continuo. 

Consideriamo ora l’insieme R; ogni successione di questo insie- 
me, contenendo un numero finito di 1, dà luogo a una serie [o] con 
un numero finito di termini, cioè a un numero razionale. E si vede 
subito che due successioni diverse danno luogo a due numeri razio- 
nali diversi. Dunque l’insieme R è in corrispondenza biunivoca con 
un sottoinsieme dell’insieme formato da tutti i numeri razionali, € 
perciò ha la potenza del numerabile. 

In conclusione, poiché Q = R + $, si avrà 


O=R+5 
cioè ca 
O=Notc 
e perciò: hp 
O=c. 


Ma ogni successione dell’insieme Q non è altro che una applicazio- 
ne di M su I; dunque l’insieme di tutte le possibili applicazioni di M 
su I ha potenza eguale al continuo. Cioè: 


Dhi=. [8] 


Applicando al caso speciale del numerabile il risultato dimostra- 
to nel teorema 2, paragrafo 5, del capitolo 14, si ricava - come già 
notammo nel paragrafo 7 del medesimo capitolo 14 - l’importante 
formula: 


2% > No- 
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Tenuto conto della [8], questa ci dà: 
c>No [9] 


formula che riconferma, da un nuovo punto di vista il risultato di- 
mostrato nel primo teorema di questo capitolo. 


5. 


Dimostriamo ora un’altra formula assai notevole: 
No =C. [10] 


Che cosa indica N; Indica la potenza dell’insieme formato da 
tutte le possibili applicazioni di un insieme numerabile M su di un 
insieme numerabile N. Prendendo come M l’insieme 


4,,42,43... 
e come N l’insieme dei numeri naturali 
1,2,3... 


le applicazioni di M su N danno tutte le possibili successioni s for- 
mate di numeri naturali comunque disposti; ecco alcuni esempi di 
successioni s 

1,7,8,15... 

9,8, 17, 1203... 

SOI 


Ma è facile dimostrare che le successioni infinite di numeri naturali 
si trovano in corrispondenza biunivoca con i numeri irrazionali 
compresi fra 0 e 1. E infatti: prendendo i termini 4,, 4)... come 
denominatori parziali di una frazione continua, si ha che a ogni suc- 
cessione illimitata di numeri naturali corrisponderà una ben deter- 
minata frazione continua: 
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e viceversa. Si sa, d’altra parte, che ogni frazione continua del tipo 
ora scritto (cioè ogni frazione continua illimitata), ci fornisce un ben 
determinato numero irrazionale compreso fra 0 e 1; e ogni numero 
irrazionale può venire sviluppato in uno e un solo modo in frazione 
continua. Dunque l’insieme di tutte le possibili successioni s è equi- 
potente all’insieme di tutti i numeri irrazionali compresi [ra 0 e 1. E 
poiché questo ha la potenza del continuo, anche quello ha la poten- 
za del continuo; che è appunto quanto volevasi dimostrare. 


6. 


Ora ricaviamo qualche nuova formula da quella dimostrata nel 
paragrafo 4, applicando le solite proprietà formali delle potenze che 
— come si accennò nel capitolo 14 paragrafo 2 - valgono immutate 
per i numeri cardinali transfiniti come per i numeri naturali. 

Dalla proprietà che «il prodotto di due potenze aventi la stessa 
base è una potenza di quella medesima base avente per esponente la 
somma degli esponenti» si deduce: 

2% -2X0= Rot 
e tenuto conto che 
Ko tNo= No 
se ne ricava: 
280. 2No= 2%, 
Ricordando la [8] si ha finalmente 
c‘c=c [11] 


che è il teorema di Cantor, da noi enunciato senza dimostrazione 


nel paragrafo 3. 
Dalla proprietà che «per elevare una potenza a potenza si molti- 


plicano gli esponenti» possiamo dedurre 
(280)e sa 2% e 
Ma sappiamo dal paragrafo 3 che è: 


No1C=C, 
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dunque possiamo concludere: 


(2°0)e = 20 
Ricordando la [8], avremo perciò: 
c= 2°, [12] 


E opportuno, a questo punto, richiamare il risultato dimostrato 
nel teorema 2 del paragrafo 5, capitolo 14, e applicarlo al caso del 
numero cardinale c; avremo: 


226: 
In altri termini: 2° rappresenta una potenza superiore al continuo. Que- 


sta potenza suole venire indicata con la lettera f. 
Tenuto conto di ciò, possiamo, dalla [12], ricavare: 


c=i>c. [13] 


Un ragionamento perfettamente analogo a quello che ci permise, 
poco fa, di dimostrare la [12], ci permette ora di dimostrare un’altra 
formula essa pure fornita del più alto interesse. Si ha: 


(28) = No Aa. 
Ma l’aritmetica del numerabile ci insegna che è: 
No No = No; 
dunque possiamo concludere 
(28) = 28 
Ricordando la [8] se ne ricava: 
ct=c. [14] 


In altri termini: elevando il numero cardinale c a potenza con esponen- 
te No, non si esce dal continuo; invece, elevandolo a potenza con espo- 
nente c, st passa a una potenza superiore. 
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7. 


Vogliamo, in ultimo, accennare a una interessante interpretazio- 
ne delle due formule [13] e [14], la quale ci permette di ricavare da 
esse un notevolissimo risultato, ricco di significato analitico. 

Che cosa rappresenta il numero cardinale c°? 

Dico che esso rappresenta la potenza di tutte le possibili funzioni di 
variabile reale (continue e discontinue). Proprio questa è la ragione 
per cui lo si è indicato con la lettera f. 

Infatti ogni funzione di variabile reale y = f(x) non è altro che una 
corrispondenza del tipo più generale possibile, tra tutti i numeri rea- 
li (cioè i valori della variabile indipendente x) e a/curi (o eventual- 
mente anche tutti i) numeri reali (cioè i valori della variabile dipen- 
dente y); in altri termini: è una generica applicazione dell’insieme dei 
numeri reali sull'insieme stesso dei numeri reali. Come sappiamo, 
l'insieme di tutte queste possibili applicazioni ha come suo numero 
cardinale c°; dunque l’insieme di tutte le possibili funzioni di varia- 
bile reale ha come potenza c°. 

Che cosa rappresenta, invece, il numero cardinale c® Dico che 
esso rappresenta la potenza di un sottoinsieme dell’insieme prece- 
dente; e precisamente rappresenta la potenza dell’insieme di tutte e 
sole le funzioni di variabile reale continue. 

Per dimostrarlo, cominciamo con una premessa. 

Sappiamo che c’° rappresenta: la potenza dell’insieme di tutte le 
applicazioni possibili di un insieme numerabile N(4,, 4,, 43...) su un 
insieme K avente la potenza del continuo. Prendiamo come N l’insie- 
me dei numeri razionali R(#,, #, #3...) e come K l’insieme di tutti i 
numeri reali; allora potremo dire che c' rappresenta la potenza del- 
l'insieme P di tutte le possibili applicazioni p della successione dei 
numeri razionali r}, ), #3... sul continuo dei numeri reali. | 

Ora consideriamo una qualunque funzione continua y = f(x). E 
chiaro che essa determina una applicazione p, infatti essa fa corri- 
spondere ai numeri razionali 7}, #), #3... certi numeri reali (distinti o 
NO) Y;, Y2; Y3... Dico che viceversa, essendo f continua, basta deter- 
minare i valori di y}, Y2, 73... corrispondenti ai valori razionali della 
x, perché risultino determinati i valori di y per tuffi i valori della x 
(cioè perché risulti perfettamente determinata la funzione f). 
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Invero, se due funzioni f; e f, fanno corrispondere ai valori 
razionali di x i medesimi valori y}, 3; 73... si dimostra subito che: 
dato a x un qualunque valore reale r, esse dovranno fargli corri- 
spondere il medesimo valore y*. Essendo un numero reale, r sarà il 
limite di una certa successione di numeri razionali, successione che 


si può estrarre dalla R. Sia = lim #;. A questi valori r; della x, la 
nd" s 


funzione f, e la funzione f, fanno corrispondere — per ipotesi - i 

medesimi valori della y, e cioè y;. Ma per la continuità della fj è 

f;(#) = lim y;; e per la continuità della f, è f.(r) = lim y;. Data 
nido" nido" 


la unicità del limite ne concludiamo f,(1)=fo(r)=y"*. 

Dunque: tante sono le funzioni continue f(x) quante le applica- 
zioni dell’insieme numerabile R(r,, ,, #3...) sull'insieme dei numeri 
reali. E cioè: l'insieme di tutte le possibili funzioni continue f(x) ha 
come potenza c'», secondo quel che si era detto. 

Finalmente confrontiamo la [13] con la [14]. Che cosa ci dicono 
esse, se teniamo conto delle interpretazioni, ora esposte, di c° e di co? 

Ci dicono che l'insieme di tutte le possibili funzioni di variabile reale 
f(x) è infinitamente più numeroso dell’insieme delle sole funzioni con- 
tinue; queste rappresentano cioè una infima minoranza rispetto a 
quelle. Volendoci servire di una espressione intuitivamente effica- 
ce: presa a caso una funzione y = f(x) fra tutte le funzioni possibili, 
è un caso eccezionale se essa risulta continua. 

Se teniamo conto che nel Seicento ci si limitava a studiare le fun- 
zioni continue (e per di più derivabili), mentre oggi l’analisi cerca di 
prendere in esame tutte le possibili funzioni, si vede quale enorme 
balzo in avanti abbia compiuto in questo campo la matematica nel- 
l’ultimo secolo. 


21. 


L’esistenza degli insiemi e il postulato di Zermelo 


I concetti sviluppati nei tre ultimi capitoli ci permettono di com- 
piere un ulteriore passo nell’esame della struttura logica degli insie- 
mi infiniti, con speciale riguardo al delicatissimo problema del signi- 
ficato della loro esistenza. Cominceremo con un caso particolare. 

Sappiamo, da quanto fu detto nel paragrafo 2 del capitolo 20, che 
l'insieme dei numeri trascendenti ha la potenza del continuo. Cono- 
sciamo pure alcuni numeri trascendenti, per esempio e e 7. Da cia- 
scuno di essi - per esempio moltiplicandolo o sommandolo con un 
qualsiasi numero algebrico - possiamo ottenere una infinità nu- 
merabile di altri numeri trascendenti. Di fatto però, riunendo tutti 
i numeri trascendenti che sappiamo realmente costruire, non uscia- 
mo fuori dal numerabile. Resta quindi aperto il problema: in qual 
senso parleremo degli altri infiniti numeri trascendenti che non sia- 
mo in grado di costruire? Di che tipo sarà la loro esistenza? 

Ludwig Fischer, nell’opera Die Grundlagen der Philosophie und der 
Mathematik già citata nel paragrafo 6 del capitolo 19, risponde in 
modo molto perentorio a queste domande. «I numeri trascendenti 
- egli scrive - formano un insieme matematicamente e logicamente in- 
determinato e indeterminabile. Non vi è alcuna legge, alcuna regola, 
seguendo la quale ciascuno di essi possa venire costruito. Si posso- 
no, sì, determinare singoli gruppi illimitati di numeri trascendenti: 
se per esempio si dà una regola per costruire un determinato nume- 
ro trascendente (e o 7), si può facilmente ampliare questa regola 
onde ricavare con essa tutto un insieme infinito di altri numeri tra- 
scendenti. Ma per stare ai presupposti della teoria degli insiemi, 
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occorrerebbe dare una massa ultrainfinita di altri numeri trascen- 
denti a noi ora del tutto sconosciuti, ciascuno dei quali potrebbe 
divenire, come e e 7, il punto di partenza di un gruppo illimitato di 
numeri trascendenti. Questa massa però in realtà non esiste ancora. 
Essi sono soltanto possibili risultati futuri della nostra libera crea- 
zione spirituale. Il loro campo non è, perciò, determinabile in modo 
univoco. L’insieme di tutti i numeri trascendenti costituisce per- 
tanto un insieme matematico, così poco come quello di “tutti i pen- 
sieri che una mente umana potrebbe concepire”. In altri termini: 
non esiste alcun “insieme di tutti i numeri trascendenti”, se si prende la 
parola esistere in quel medesimo senso in cui si dice, sia pure con 
qualche riserva, che esiste l'insieme di tutti i numeri naturali, quel- 
lo di tutti i numeri razionali e anche quello di tutti gli algebrici». 

Non ci fermeremo a compiere una analisi critica del brano ora 
riferito, che presenta senza dubbio molte insufficienze, sia dal pun- 
to di vista matematico che dal punto di vista logico. Esso ci interes- 
sa per una cosa: per la inequivocabile chiarezza con cui afferma che, 
se proprio vogliamo attribuire un significato all’esistenza dell’insie- 
me dei numeri trascendenti (il Fischer personalmente è sfavorevole 
a ciò), dobbiamo ricordarci però che essa sarà di tutt'altro genere 
dall’esistenza degli insiemi numerabili (come l’insieme dei numeri 
naturali, quello dei numeri razionali ecc.). 

Ci troviamo quindi di fronte al grave problema: che tipo di esisten- 
za possiamo attribuire all’insieme di tutti i numeri trascendenti? 


Di. 


Sempre nello stesso ordine di idee accennato nel paragrafo pre- 
cedente, ma fondata su argomenti molto più sottili e rigorosi, è la 
celebre argomentazione di Jules Richard rivolta a dimostrare che i 
numeri reali da noi effettivamente costruibili non superano l’infi- 
nità numerabile. 

Prendiamo le mosse - scrive Richard - da una certa, ben deter- 
minata, lingua: per esempio l’italiano. I segni dei quali essa fa uso 
(lettere, accenti, segni di interpunzione ecc.) sono, com'è noto, in 
numero finito. Non è quindi difficile, fissato un intero #, ordinare 
in un preciso elenco tutte le disposizioni con ripetizione di questi 
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segni a gruppi di x per volta. Facendo poi crescere x da 1 a infinito, 
si ottiene una successione (£) di tutti i gruppi possibili di segni tra i 
quali compariranno certamente: molti gruppi privi di senso, tutte 
le parole della lingua considerata, e anche tutte le frasi, comunque 
complicate e lunghe, enunciabili in tale lingua. 

Ora teniamo presente che in tutte le teorie classiche (in quella di 
Cantor come in quelle di Dedekind, di Russell ecc.) i numeri reali 
sono sempre definiti come leggi: «legge di una partizione», «legge 
di una successione convergente» ecc.; ove è chiaro che due numeri 
reali diversi risulteranno senza dubbio definiti con leggi diverse, 
mentre due leggi diverse potranno anche individuare il medesimo 
numero reale. Comunque è certo che i numeri reali non possono es- 
sere in numero maggiore delle leggi che li definiscono. 

Orbene: le leggi usate per definire i singoli numeri reali, se sono 
esprimibili con un numero finito di parole, rientrano certamente 
-— considerate come gruppi di segni della lingua in precedenza fissa- 
ta - nella successione (£). Come sottoinsieme di un insieme nume- 
rabile esse non possono superare il numerabile stesso. Se ne conclude 
perciò, che anche i numeri reali (quelli almeno esprimibili con leggi 
ben determinate) costituiscono soltanto un insieme numerabile, in 
contrasto con il teorema di Cantor sulla non numerabilità dell’in- 
sieme dei numeri reali dimostrato nel paragrafo 1 del capitolo 20. 

Quali conseguenze dovremo trarne? 

«La conseguenza che io voglio trarne - risponde Richard - è la se- 
guente: esistono delle successioni senza leggi, o, ciò che è lo stesso, 
delle successioni la cui legge non può venire enunciata con un nume- 
ro finito di parole». Ed Emile Borel, dopo avere riconosciuto che 
senza alcun dubbio «i numeri che possono essere effettivamente 
definiti (cioè definiti con un numero finito di parole) sono in una 
infinità numerabile», così chiarisce il senso del teorema di Cantor: 
«esistono nel continuo geometrico (se non è un abuso usare qui il 
verbo “esistere”) degli elementi che non possono essere definiti». 

L’inciso chiuso da Borel tra parentesi basta però a farci capire 
che, nella soluzione così semplice indicata a Richard («esistono del- 
le successioni senza leggi»), si nasconde un problema della massima 
gravità: qual senso possiamo attribuire all'esistenza dei numeri rea- 
li non definiti da alcuna legge («o, ciò che è lo stesso, la cui legge 
non può venire enunciata con un numero finito di parole»)? Le 
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osservazioni di Fischer, riferite nel paragrafo 1, ci suggeriscono di 
ripetere a proposito di essi che: la loro esistenza non potrà certo ave- 
re il medesimo senso dell’esistenza dei numeri reali individuabili 
con una legge ben determinata. 

Di nuovo qui, come nel paragrafo 1, ci troviamo dunque di fron- 
te al problema di determinare sensi diversi della parola «esistenza»; 
una volta sensi diversi per l’esistenza degli insiemi, l’altra volta per 
quella degli elementi. Prima, però, di affrontare questo problema è 
opportuno approfondire alquanto la nostra indagine sull’argomen- 
tazione di Richardora riferita, e in genere sulla struttura delle cosid- 
dette «antinomie sintattiche» alla cui famiglia essa appartiene. 


3. 


Il teorema di Richard, circa la numerabilità dei «numeri reali ef- 
fettivamente definiti», venne da lui per la prima volta esposto nel- 
l’opera Sur la philosophie des mathématiques pubblicata a Parigi nel 
1903. Proseguendo nel medesimo genere di ricerche egli riuscì tre 
anni dopo a formulare una proposizione (il cui nucleo centrale gio- 
ca, di nuovo, sui segni linguistici con cui enunciamo i nostri concet- 
ti matematici) fornita di un evidente carattere antinomico. 

Si consideri la classe K dei numeri naturali definibili, nella lingua 
italiana, con nor meno di mille segni linguistici. Poiché K è un insie- 
me di numeri naturali, essa ha certo un minimo: sia 72. Ebbene, con- 
sideriamo la seguente definizione di 7: «il più piccolo numero natu- 
rale definibile, nella lingua italiana, con non meno di mille segni 
linguistici». Questa proposizione ha un evidente carattere antino- 
mico poiché il numero 7 da essa definito, da un lato deve apparte- 
nere a K, essendo l’elemento minimo di tale classe, dall’altro non 
può appartenervi perché la nostra stessa proposizione dimostra che 
m è definibile con assai meno di mille segni linguistici.! 

L’antinomia ora riferita possiede, come l’argomentazione del pa- 
ragrafo 2, un carattere specifico — che i logici moderni chiamano 
«sintattico» — in base a cui si differenzia completamente dalle anti- 
nomie prese in esame nel capitolo 17. Il punto cruciale di essa non è 


1 [In questa forma, l’antinomia è attribuita a G. G. Berry e a Beppo Levi]. 
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più costituito dalla struttura logica dei concetti, ma dalla struttura 
della lingua in cui li esponiamo. Per questo suo carattere «sintatti- 
co» essa presenta una evidente strettissima parentela con la celebre 
antinomia del «cretese» (o del « mentitore») nota fin dall’antichità. 

Si dimostra facilmente che le antinomie sintattiche non conten- 
gono nulla che urti contro la gerarchia dei tipi logici. Quale sarà 
dunque la loro origine? 

Sarebbe troppo lungo esporre per disteso l’analisi che ne ha fatto 
Russell. Basti ripetere quanto già accennammo nel capitolo 17, e 
cioè che: proprio per rendere impossibili queste antinomie, Russell 
ha ideato la complicata teoria dei gradi la quale, inserita nella pre- 
cedente teoria dei tipi, dà luogo alla cosiddetta «teoria dei tipi rami- 
ficata». Anche per i gradi Russell enuncia una regola generale che 
ne vieta la confusione, regola analoga a quella da noi riferita per i 
tipi. Dimostra poi che la distinzione dei gradi non viene rispettata 
nelle antinomie sintattiche, e attribuisce proprio a questo fatto il 
loro carattere antinomico. 

In particolare la distinzione dei gradi non è rispettata nei pro- 
cedimenti che Russell chiama «impredicativi»: procedimenti, cioè, 
che pretendono di considerare una proprietà P, mentre essa viene 
definita solo mediante una totalità T cui la stessa P appartiene. Ri- 
sulta chiaro che il numero 77 introdotto da Richard con la defini- 
zione riferita nel paragrafo 3 è impredicativo: esso viene infatti 
definito per mezzo della classe K cui lo stesso 7 appartiene (se esclu- 
diamo questo modo di definirlo, il numero 77 perde il suo carattere 
antinomico). 

Rinvio, per una esposizione più dettagliata della teoria dei gradi 
alla settima delle otto conferenze raccolta nel volume Fondamenti 
logici della scienza di Abbagnano, Buzano, Buzzati-Traverso, Frola, 
Geymonat, Persico (1947). Qui mi limito a ricordare che la distin- 
zione dei gradi, propugnata da Russell, si riflette gravemente sulla 
definizione dei numeri reali obbligandoci a tenere distinti numeri 
reali di primo grado da numeri reali di secondo grado, di terzo ecc., il 
che — oltre a essere in totale contrasto con l’uso quotidiano che siamo 
soliti fare di essi - produce una enorme complicazione nella dimo- 
strazione e nell’enunciato di tutti i teoremi fondamentali dell’anali- 
si tanto da indurre alcuni autori a sostenere che «la matematica così 
costituita non ha più nulla a che fare con la matematica classica». 
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Lo stesso Russell ha compreso la gravità di questi inconvenienti, 
e ha cercato di ovviarli aggiungendo, ai soliti postulati dell’aritme- 
tica, il cosiddetto «assioma di riducibilità» che permette di limitare 
le nostre dimostrazioni a numeri reali di un solo e medesimo grado. 
L’ammissione di un tale assioma ha però, in sé, qualcosa di così arti- 
ficioso, da non persuadere nessuno. Weyl vede nell’assioma di ridu- 
cibilità un vero e proprio «suicidio della ragione». 


4. 


La necessità di dover ricorrere all’assioma anzidetto ha segnato 
l’inizio di una sconfitta generale, non solo per la teoria dei gradi, ma 
per tutto il complesso di idee sostenuto dall’indirizzo logicista. E si 
è cominciato allora a pensare che, probabilmente, le proposizioni 
antinomiche non costituiscono affatto un mostruoso scandalo da 
cancellarsi a qualunque costo dalla scienza, ma costituiscono sem- 
plicemente un tipo particolare di proposizioni da prendere in esame 
con particolare cura e interesse. 

Già delineammo nei paragrafi 5 e 6 del capitolo 17 alcuni carat- 
teri del nuovo indirizzo critico che oggi tende a sostituirsi a quello, 
sostanzialmente dogmatico, di Russell. Ora aggiungeremo che uno 
dei primi problemi intorno a cui esso si cimentò fu appunto il pro- 
blema delle antinomie sintattiche. Sono stati Gòdel e Carnap a 
portare su queste antinomie una luce completamente nuova in alcu- 
ni loro lavori pubblicati a partire dal 1931 sui «Monatshefte fiir 
Mathematik und Physik». Anziché ostinarsi a trovare la via per 
risolverle, essi hanno studiato con ordine sistematico la loro strut- 
tura caratteristica di proposizioni indecise, e hanno esaminato con 
estrema sottigliezza il modo di costruire, sulla base di esse, altre pro- 
posizioni indecise. Giunsero così a una conclusione del più alto inte- 
resse, che, espressa in forma elementare (e perciò necessariamente 
poco precisa), dice che ogni lingua fornita di una sintassi logica rigo- 
rosa contiene, se non è contraddittoria, alcune proposizioni indeci- 
se; queste proposizioni possono, sì, venire risolte con l’ampliamen- 
to della lingua considerata, ma tale ampliamento dà luogo ad altre 
proposizioni indecise, e così via all’infinito. Il rapporto fra la sin- 
tassi di una lingua e la sintassi dei suoi successivi ampliamenti dà 
luogo a problemi del più alto interesse scientifico. 
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Ma queste sono indagini che, da sole, richiederebbero un intero 
e lungo capitolo se svolte con pieno rigore; la loro natura delicatis- 
sima impedisce, d’altra parte, di esporle in forma sommaria e senza 
fare uso del ricco e complicato simbolismo di Gédel e Carnap. Pre- 
ferisco pertanto limitarmi a questa segnalazione, rinviando - per la 
parte filosofica - al mio volume Studi per un nuovo razionalismo 
(1945), e - per la parte logica - ad alcuni recenti lavori del professor 
Carruccio, pubblicati nel 1945 sugli «Atti della Pontificia Accademia 
delle Scienze» e nel 1947 sugli «Atti della Società dei Naturalisti e 
Matematici di Modena», oltreché al volumetto Fondamenti logici 
della scienza già citato nel paragrafo 3. 

L’argomento che nel presente capitolo voglio esaminare è assai 
più limitato. Si tratta di approfondire il problema dell’esistenza de- 
gli insiemi e dei loro elementi, prospettato nei paragrafi 1 e 2, facen- 
do tesoro di quella mentalità critica che scaturisce appunto dalle 
indagini logiche, or ora segnalate, di Gòdel e Carnap; e, in partico- 
lare, considerando l’argomentazione di Richard riferita nel para- 
grafo 2, non come un paradosso, ma come un ragionamento molto 
serio, che ci induce a prendere in attento esame aspetti delicatissimi 
del problema su cui certi autori vorrebbero tirare un velo solo per- 
ché non sanno come risolverli. 


5. 


I primi matematici che si occuparono della teoria degli insiemi 
ammisero come verità evidente il seguente principio generale (che 
noi, per comodità, indicheremo come principio P): «l’esistenza di 
un insieme trascina con sé l’esistenza di tutti gli elementi che lo 
costituiscono». 

Per gli insiemi considerati nel linguaggio ordinario, questo prin- 
cipio trova una giustificazione intuitiva nel fatto che l’insieme vie- 
ne generato (secondo la definizione stessa di Cantor) dalla riunione 
di più oggetti: e non è concepibile che esista la «riunione» senza che 
esistano gli oggetti riuniti. Tale giustificazione viene però a cadere 
non appena ci si elevi a insiemi di natura superiore come per esem- 
pio l'insieme dei numeri reali. Bastano, a persuaderci di ciò, le os- 
servazioni degli intuizionisti da noi riportate negli ultimi paragrafi 


300 CAPITOLO VENTUNESIMO 


del capitolo 19; esse ci provano infatti che l’insieme dei numeri rea- 
li, cioè il continuo, non può pensarsi come ricavato dalla riunione 
di più punti (al contrario, sono i punti che si estraggono dal conti- 
nuo —- insomma il continuo è l’ente primitivo, e i punti sono gli enti 
derivati). 

Anche l’argomentazione di Richard, riferita nel paragrafo 2, ci 
mette in guardia contro l'assurdità di voler ricavare l’esistenza del- 
l’insieme dall’esistenza degli elementi. Se noi partiamo dai numeri 
reali «effettivamente dati» non raggiungiamo il continuo ma solo il 
numerabile. Eppure è difficile negare che il continuo sia un ente 
«effettivamente dato»; per esempio il segmento (0, 1) è un ente che 
ha una sua esistenza ben definita (tant'è vero, che può formare la 
base di ampie teorie matematiche). 

Che diremo dunque? Negheremo l’esistenza di tutti gli insiemi 
non ricavabili dalla riunione dei loro elementi? O ammetteremo che 
l’esistenza di un insieme non implica l’esistenza dei suoi elementi? 

Il problema dei rapporti fra esistenza dell’insieme ed esistenza 
dei suoi elementi deve venire da noi considerato con spirito critico: 
e cioè non come problema da risolversi in un unico ben determinato 
modo (quasi che questo sia il «vero» modo che rispecchia la «effet- 
tiva» realtà delle cose), ma come problema che possiamo risolvere 
vuoi con una convenzione, vuoi con un’altra. L'importante è che 
queste convenzioni siano formulate con parole ben chiare, sì da non 
confondersi una con l’altra. 

Indicheremo, ora, tre soluzioni possibili: 


Prima soluzione Conveniamo di chiamare esistente un insieme, 
solo quando ogni suo elemento possiede una esistenza ben determi- 
nata, cioè quando esiste una definizione esatta (enunciabile con un 
numero finito di parole) per ogni suo elemento. Questa è la soluzio- 
ne proposta da Fischer nel brano che abbiamo riferito nel paragrafo 
1; ivi è detto infatti che, non essendovi una regola precisa per co- 
struire ogni numero trascendente, l’insieme di tuttii numeri trascen- 
denti non ha una esistenza matematica (non esiste come insieme 
matematico). 

Seconda soluzione Conveniamo di poter parlare (sotto determi- 
nate condizioni) di esistenza di un insieme, anche se non si danno 
regole precise per costruire effettivamente ogni elemento dell’insie- 
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me; conveniamo inoltre di accettare il principio P, enunciato all’i- 
nizio del presente paragrafo, e concludere quindi dalla esistenza del- 
l’insieme a una certa esistenza (in senso generalizzato) di tutti i suoi 
elementi. Per esempio dal fatto che esiste il continuo ricaviamo che 
esistono tutti i numeri reali, anche quelli non definibili con un nu- 
mero finito di parole. 


Terza soluzione Conveniamo come nella soluzione precedente, 
di poter parlare (sotto determinate condizioni che qui per brevità 
non staremo ad analizzare) di esistenza di un insieme anche se non 
si danno regole precise per costruire effettivamente ogni elemento 
dell’insieme; conveniamo però di non accettare il principio P, e cioè 
di non poter dedurre dalla esistenza dell’insieme l’esistenza di ogni 
suo elemento. In altri termini: conveniamo di chiamare esistente un 
elemento dell’insieme solo se sappiamo costruirlo secondo una pre- 
cisa regola che può venire formulata con un numero finito di paro- 
le; sicché, se nessun elemento dell’insieme è costruibile con una re- 
Cola siffatta, accadrà di poter parlare di esistenza dell’insieme senza 
che si possa parlare di esistenza effettiva di alcun suo elemento de- 
terminato. 


6. 


Abbiamo detto nel paragrafo precedente che l’importante non è 
credere nella verità dell’una o dell’altra soluzione (non ha senso, 
infatti, sostenere che una di esse più delle altre rispecchi fedelmen- 
te la «effettiva» realtà), ma l'importante è tenerle ben distinte una 
dall’altra sì da non confonderle a vicenda e da sviluppare rigorosa- 
mente le conseguenze precise di ciascuna di esse. 

Se per esempio si accetta la prima soluzione, bisogna tenere ben 
presente che l’argomentazione di Richard riferita nel paragrafo 2 
esclude la possibilità di uscire fuori dal numerabi e. Tutta la teoria 
degli insiemi e tutta l’analisi verrebbero a prendere, di conseguen- 
za, un aspetto ben diverso da quello oggi divenuto classico. 

Se invece si accetta la seconda soluzione (da alcuni chiamata «idea- 
istica» o «formalistica» sebbene non c’entri proprio nulla con l’i- 
dealismo filosofico e non sia né più né meno formalistica delle altre, 
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qualora anche esse vengano esposte con rigore logico) occorrerà te- 
nere ben distinto il significato di quella che chiamammo «esistenza 
in senso generalizzato » (cioè quella esistenza degli elementi che ri- 
sulta dedotta dalla esistenza degli insiemi) dal significato della «esi- 
stenza in senso stretto» (cioè quell’altra esistenza degli elementi, 
che risulta dalla loro costruibilità). In questo caso si avranno due 
gruppi di regole per l’uso del verbo esistere, e non sarà difficile con- 
statare che l’uno e l’altro presentano alcuni caratteri del più alto 
interesse logico. 

Infine, se si accetta la terza soluzione, si deve abbandonare la va- 
lidità generale del cosiddetto principio del terzo escluso. 

Applicato al binomio «insieme-elemento» questo principio dice: 
«o una proprietà è vera per tutti gli elementi di un insieme, o esiste 
qualche elemento dell’insieme per cui essa non è vera». Orbene non 
è difficile comprendere il motivo logico profondo, per cui, nella 
nostra ipotesi, tale principio perde la sua validità generale. La prima 
alternativa («una proprietà è vera per tutti gli elementi di un insie- 
me») riguarda l’esistenza dell’insieme come totalità; per dimostrar- 
la occorre dunque operare sulla definizione generale dell’insieme 
(occorre, per esempio, prendere in esame la definizione generica di 
numero reale positivo per dedurre l’asserto «tutti i numeri reali po- 
sitivi hanno una radice quadrata reale»). Supponiamo invece che sia 
impossibile dedurre una certa proprietà dalla definizione generale 
dell’insieme considerato; basterà ciò a concludere che esiste qualche 
elemento dell’insieme il quale non gode di tale proprietà? Sì, se, nel- 
la constatazione di tale impossibilità, si è incontrato un particolare 
ben definito elemento il quale non gode della proprietà di cui si trat- 
ta. Ma, se non si è incontrato questo elemento, se il procedimento con 
cui si constata tale impossibilità è basato esclusivamente sulla defi- 
nizione del generico elemento dell’insieme, con qual diritto si parlerà 
della effettiva esistenza di «qualche elemento dell’insieme per cui la 
proprietà in esame non è vera»? (Non basta, per esempio, dimostrare 
che il concetto di continuità non trascina con sé quello di derivabi- 
lità di una funzione, per concluderne che esistono delle funzioni con- 
tinue non derivabili in alcun punto; occorre a questo scopo — sempre 
secondo il punto di vista di chi accetti la terza delle soluzioni su espo- 
ste - indicare un esempio di funzione che effettivamente sia ovun- 
que continua e non mai derivabile, come appunto fece Weierstrass). 
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Fu Brouwer a sviluppare a fondo la critica contro il principio del 
terzo escluso, con un'ampiezza che qui non possiamo riprodurre. 
Egli ha avuto in ciò un merito molto notevole ed è riuscito a mette- 
re in luce i motivi profondi (e spesso inconsci) per cui i matematici 
hanno sempre nutrito tanta diffidenza verso le dimostrazioni per as 
surdo. Nella sua polemica, Brouwer si rivela però non meno dogma- 
tico di Russell, perché è convinto che la propria posizione sia «l’u- 
nica vera», l’unica realmente fedele al vero spirito della matematica. 


T. 


Già abbiamo enunciato nel capitolo 14, paragrafo 4, l'assioma 
moltiplicativo o assioma delle infinite scelte (detto pure assioma di 
i 7ermelo). Abbiamo promesso, allora, che saremmo tornati ampia- 
mente sull’argomento. È ciò che inicndiuma fare nel presente e nel 
prossimo paragrafo. 

Fu nel 1904 che Zermelo, per dimostrare il teorema del buon 
ordinamento di cui parleremo nel capitolo 22, fece ricorso all’assio- 
ma moltiplicativo, dandolo come principio evidente, senza badare 
che già nel 1890 il nostro Peano aveva elevato alcune serie obiezio- 
ni contro di esso. Ne sorse un gran numero di discussioni molto 
tese, che, aggiungendosi alle controversie sulle antinomie degli in- 
siemi originate dalla celebre lettera di Russell a Frege del 1903, 
accrebbero notevolmente il malessere dei logici e la diffidenza dei 
matematici verso la teoria di Cantor. Oggi, forti delle considerazio- 
ni critiche esposte nei paragrafi precedenti, noi possiamo esaminare 
il problema con una serenità di gran lunga maggiore. 

Anche il postulato di Zermelo, come esponemmo nel paragrafo 4 
del capitolo 14, contiene una affermazione sul passaggio dall’esi- 
stenza di certi insiemi all’esistenza di certi loro elementi. Per met- 
tere a nudo la difficoltà logica di questa affermazione, sarà oppor- 
tuno illustrarla, innanzi tutto, con un esempio. 

Supponiamo di avere una scuola M composta di varie classi 4, d, 
c... con molti allievi ciascuna. È possibile formare un insieme x con- 
tenente ur allievo per ognuna delle classi 4, è, c...? L'assioma di Zer- 
melo afferma che ciò è possibile. E, nel nostro caso, a nessuno può 
venire in mente di porre in dubbio tale possibilità. 
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Perché nel nostro caso è tanto facile formare l’insieme selettivo 
x? Per due motivi: 

1) per il fatto che ognuna delle classi 4, b, c... è costituita di elemen- 
ti ben individuati, la cui esistenza precede l’esistenza della classe; 

2) per il fatto che il numero delle classi a, d... è finito. 

Noi potremo formare l’insieme selettivo x, o fissando a priori una 
regola secondo la quale scegliere un determinato allievo da ogni clas- 
se (per esempio scegliendo il più vecchio allievo di ogni classe, o 
quello il cui nome precede il nome degli altri se disposti in ordine 
alfabetico ecc.), oppure compiendo le nostre scelte a caso. Nella scelta 
a caso vi è questo di particolare: che posso sapere se un allievo appar- 
tiene o no alla classe selettiva x solo dopo eseguite tutte le scelte. 

Le cose si complicano ove le due condizioni anzidette vengano a 
mancare. Per esempio, se il numero delle classi diventa infinito, la 
scelta a caso perde il suo significato perché non ha più senso pensa- 
re che a un certo punto siano state effettivamente eseguite tutte le 
scelte. In tale caso, o si trova il modo di fissare a priori una regola 
secondo la quale scegliere gli elementi dell’insieme x, o l’esistenza di 
questo insieme diventa una cosa estremamente dubbia. Russell illu- 
stra la difficoltà con un esempio. 

Un commerciante ha acquistato X (alef con zero) paia di scarpe 
e altrettante paia di calze. Quante scarpe ha acquistato in tutto? 
Quante calze? E facile vedere —- risponde Russell — che le scarpe 
acquistate sono Ko. Infatti si può stabilire a priori una legge per con- 
tarle, convenendo di prendere, per ogni paio di scarpe, prima la 
scarpa sinistra e poi la destra. Non così per le calze, poiché non v'è 
distinzione fra la calza sinistra e la destra: dunque non si può sape- 
re quante siano le calze acquistate, non riuscendo possibile contarle. 

A rigore qualcuno potrebbe rispondere a Russell nel seguente 
modo: anche per le calze deve sussistere (almeno in via teorica) qual 
che maniera onde distinguere le due calze di un qualsiasi paio. Infat- 
ti: supponiamo che ogni paio sia rinchiuso in un pacco: se siamo 
sicuri che ogni pacco ne contiene effettivamente due, ciò significa 
che qualcuno deve in precedenza averla verificate; ma in tale caso 
sarà facilissimo enunciare una regola per discernere le due calze di 
ogni pacco! Basterà convenire, per esempio, di scegliere come prima 
calza quella che venne riposta per prima nel relativo pacco dall’ope- 
raio che eseguì la verifica. 
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La risposta ora accennata può apparire cavillosa, ma non lo è. 
Essa vale in generale e ci dice: se si immagina che gli elementi di 
ognuna delle classi 4, d, c... siano stati effettivamente contati, si può 
pensare senza difficoltà di stabilire a priori una regola per compiere 
le infinite scelte, fondando questa regola proprio su tale effettivo 
computo. Tant'è vero che alcuni matematici (Borel, Lebesgue ccc.), 
i quali - attenendosi alla prima delle tre convenzioni riferite nel pa- 
ragrafo 5 — accettano come esistenti solo gli insiemi di cui vennero 
effettivamente contati gli elementi, sostengono che esiste una legge 
a priori per le scelte anche in molti casi nei quali «in apparenza» la 
scelta sembrerebbe fatta a caso. 

Le cose mutano completamente quando gli insiemi 4, d, c... esi- 
stono in un senso diverso da quello accettato da Borel, Lebesgue e 
dai loro seguaci. In altri termini: se si ammette la seconda o la terza 
delle convenzioni riferite nel paragrafo 5 (e di conseguenza si accol- 
gono come esistenti degli insiemi i cui elementi non vennero effet- 
tivamente costruiti), allora è difficile sfuggire alla scelta casuale. In 
questi casi l’espressione «scelta casuale di un elemento» denota però 
soltanto una cosa: il passaggio dall'esistenza di ciascuno degli insie- 
mia, b, c... all'esistenza di un loro elemento. 

Il postulato di Zermelo, affermando l’esistenza incondizionata 
dell’insieme selettivo x, non sostiene che sia «psicologicamente for- 
nita di senso una infinità di scelte casuali»; esso è una proposizione 
di pura matematica, non di psicologia. Esso afferma una convenzio- 
ne sull’uso della parola «esistere»; convenzione secondo la quale ha 
senso matematico dire che: per ogni insieme 4, è, c... non vuoto, esi- 
ste una funzione f la quale gli fa corrispondere un elemento f(a), 
fb), f(c)... dell’insieme stesso. 

Accettare il postulato di Zermelo significa convenire che: una 
volta ammessa l’esistenza di un insieme comunque dato M, non vuo- 
to, si deve anche ammettere l’esistenza di un ben individuabile ele- 
mento f(M) di questo insieme. Rifiutare il postulato di Zermelo 
significa intendere in altro modo il significato dell’esistenza degli 
insiemi. È chiaro che gli oppositori del postulato di Zermelo sono, 
in sostanza, i seguaci dell'ultima fra le tre convenzioni riferite nel 
paragrafo 5. 
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8. 


Hilbert ha visto molto bene il carattere logico (non psicologico) 
della controversia. Ha compreso cioè che l'ammissione del postula- 
to di Zermelo si fonda sulla possibilità (che può venire accettata o 
rifiutata) di scendere dal giudizio generale al giudizio singolare. 

E al fine di indicare questo passaggio dal generale al singolare, 
che egli ha introdotto la funzione t. 

Dato un predicato R qualsiasi, applicabile alla variabile r, la fun- 
zione t di Hilbert è una funzione del predicato R che gli fa corri- 
spondere un valore particolare t(R) della variabile r tale che: se t(R) 
possiede la proprietà R, ogni altro valore di r possiede, anch'esso, la 
proprietà R. 

Se consideriamo, per esempio, la proprietà di «essere disonesto» 
applicabile alla variabile «uomo», la funzione t fa corrispondere a ta- 
le proprietà un particolare uomo (potrà essere, poniamo, Aristide) 
tale che: se quest'uomo è disonesto, anche ogni altro uomo sarà di- 
sonesto. 

E facile vedere che, ammessa l’esistenza della funzione t, se ne 
deduce subito l’esistenza della funzione f di Zermelo. 

Consideriamo infatti un insieme M e denotiamo con R la proprie- 
tà di «non appartenere a M». Se tutti gli elementi comunque esistenti 
godono della proprietà R, ciò significa che M è vuoto. Ma se M non è 
vuoto, deve esistere qualche elemento r che non gode della proprietà 
R. Ebbene: che ci dà, applicata a questo caso, la funzione t? Essa ci 
dà un elemento t(R) tale che: se esso gode della proprietà di «non 
appartenere a M», ogni altro elemento godrà pure di tale proprietà e 
perciò M sarà vuoto; se viceversa M non è vuoto, t(R) non potrà gode- 
re di tale proprietà, e cioè t(R) dovrà proprio essere un elemento di 
M. In altri termini: se M non è vuoto, potremo porre f(M) = © (R). 

Il ragionamento ora riferito — sia detto ben chiaramente - non 
serve a «dimostrare la verità del postulato di Zermelo»: la pretesa 
di dare una simile dimostrazione sarebbe ridicola. Esso serve sol- 
tanto a inserire il problema dell’accettazione del postulato di Zer- 
melo, nel problema più generale dell'ammissione della funzione t. 

Ma l’ammissione o meno della funzione t non è questione che si 
deduca da una ipotetica «esistenza effettiva di t». E invece una 
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convenzione che determina il significato della parola «esistere»; de- 
termina cioè, in un modo o nell’altro, i rapporti che intendiamo 
debbano intercedere fra i giudizi generali e i giudizi singolari. 

Compito del logico non è di sostenere una convenzione piuttosto 
che l’altra, ma di esaminare con rigore le conseguenze della conven 
zione accettata. In questo senso hanno particolare interesse i rap 
porti, qui appena accennati, tra: funzione 7 di Hilbert, postulato di 
Zermelo e principio del terzo escluso. 


22. 


Buon ordinamento e ipotesi del continuo 


Cominceremo a dare alcuni lemmi, la cui dimostrazione non ri- 
chiede il postulato di Zermelo. (Seguiamo in questo capitolo l’espo- 
sizione del Sierpirfski). 


SARE 1 Dato un qualsiasi insieme A, la cui potenza sia a (cioè 
= a), si può trovare un numero ordinale È, la cui potenza non sia né 
minore né eguale ad a (cioè Enon <a, e Enon = a). 


Sia dato un insieme qualunque A, di potenza 4. Esiste certamen- 
te qualche insieme bene ordinato formato esclusivamente da ele- 
menti di A. Tale ad esempio l’insieme nullo. In altri termini: esiste 
qualche sottoinsieme B di A che possiamo considerare bene ordinato. 

Fra tutti questi B possono esservene alcuni simili fra loro. Con- 
verrà quindi suddividerli in classi K, ponendo in ciascuna classe K 
tutti e soli i B simili l’uno all’altro. 

Ordiniamo queste classi K, considerando la classe K' come ante- 
riore alla classe K” allorché gli insieme bene ordinati B' raccolti nel- 
la classe K' hanno un numero ordinale minore degli insiemi bene 
ordinati B” raccolti nella classe K”. È chiaro che: se esiste una certa 
classe K”, i cui rispettivi insiemi ben ordinati B” hanno un certo 
numero ordinale È”, esisteranno anche tutte le classi K' contenenti 
insiemi bene ordinati B’' con un numero ordinale &' < €”. Non può 
esistere cioè un insieme B” di numero ordinale È” (formato con ele- 
menti dell’insieme A), senza che esistano anche insiemi bene ordi- 
nati B' (formati con elementi di A) aventi come numero ordinale un 
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qualsiasi &' < È”; per formare un B’ basta prendere infatti un seg- 
mento di B”, segmento che sarà certo costituito di elementi dell’in- 
sieme A perché tutti gli elementi di B” erano elementi di A. 

Ne risulta che, ordinando le classi K nel modo ora spiepato, esse 
possono venire contrassegnate con il numero ordinale spettante agli 
insiemi bene ordinati B in esse contenuti: 


Riki 1) 


ove è chiaro che: se esiste una classe K,,, esistono anche tutte le clas- 
si Kg conB< («, B, y sono numeri ordinali), mentre non è detto 
che esista anche K, seè Y> a. 

Consideriamo ora l’insieme [1] delle K che, da quanto abbiamo 
spiegato, risulta non solo ordinato ma anche bene ordinato (essendo 
le classi K in corrispondenza biunivoca con i numeri ordinali). Dia- 
mo a tale insieme il nome di «insieme Z» e dimostriamo che il suo 
numero ordinale È è proprio quello di cui parla il lemma. 

Dobbiamo a tale scopo dimostrare che: supponendo 


Z<A, [2] 


se ne trarrebbe un assurdo. 

Se fosse verificata la [2], Z risulterebbe equipotente a tutto 1 0a 
un sottoinsieme A; di A. Per non distinguere i due casi, chiamiamo 
A* quest’insieme (A; o A) equipotente a Z. Essendo A* equipoten- 
te all’insieme bene ordinato Z, potremmo con gli elementi di 1* 
formare un insieme bene ordinato W simile a Z. Ma, per la sua stes- 
sa definizione, W (insieme bene ordinato costituito esclusivamente 
da elementi di A) sarebbe un B e quindi rientrerebbe in una fra le 
classi K,. Di qui, però, come ora dimostreremo, deriva un assurdo. 

Da quanto abbiamo detto poco fa, risulta che ogni classe K può 
venire contrassegnata dal numero ordinale spettante agli insiemi B 
in essa contenuti. Perciò ogni classe K è, nella [1], preceduta da tan- 
te altre classi K quanti sono i numeri ordinali che precedono l’indice 
della K; e cioè ogni B, contenuto nella classe K,,, è simile al segmen- 
to costituito dalle classi K che precedono K,. Orbene, se W è un B, 
rientrerà in una certa classe K; poniamo, nella classe Kg. Dunque W 
sarà simile al segmento delle K che precedono Kg; e, poiché W è 
simile a Z, ne segue che Z sarà simile al segmento considerato. Ma 
questo è assurdo poiché un insieme bene ordinato non può mai esse- 
re simile a un proprio segmento (cap. 15, $ 2). 
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7 


Lemma 2 Dato un insieme qualsiasi A, la cui potenza sia a, si può 
trovare un numero ordinale E,, la cui potenza non sia né minore né 
maggiore di a (cioè È, non <a, né >qa). 


Per costruire il numero ordinale É, ci riferiremo all’insieme Z de- 
finito nel paragrafo precedente. 

Sappiamo che Z è bene ordinato, e che la sua potenza Z nonè né 
minore né eguale ad a. Può darsi che la proprietà di avere una poten- 
za non minore di 4 sia goduta, oltreché da Z, anche da qualche suo 
segmento. In tale caso esisterà (per la definizione stessa di insieme 
bene ordinato) il più piccolo segmento di Z fornito di queste pro- 
prietà (di avere una potenza non minore di 4). Ebbene: indichiamo 
con Zj questo minimo segmento fornito di una potenza non minore 
di 4, oppure — se non esiste alcun segmento con potenza minore di a - 
indichiamo con Z,; l'insieme Z stesso. 

Sia È, il numero ordinale spettante a Z,. 


Dimostriamo che non è: né €, <a, né È, >a. La prima parte del- 
l’asserto è evidente. Si è detto infatti che Z, o è eguale a tutto Z, o 
è eguale al primo segmento la cui potenza non è minore di a. Poiché 
la potenza del numero ordinale È, non è altro che la potenza di Z,, 
ne segue l’asserto. Per dimostrare la seconda parte, conviene proce- 
dere per assurdo. 

Supponiamo che sia É; > 4; in tal caso A dovrebbe essere in cor- 
rispondenza biunivoca con un sottoinsieme X di Z, che non sia equi- 
potente con tutto Z;. Poiché ogni sottoinsieme di un insieme bene 
ordinato è a sua volta bene ordinato, questo sottoinsieme X di Z; o 
è simile a tutto Z, o è simile a un suo segmento; ma simile a Z;, non 
è, avendo una potenza minore che quella di Z,, dunque deve essere 
simile a un suo segmento Z,. Pertanto dai due fatti: che A è equipo- 
tente a X e che X è equipotente a Z,, se ne dedurrebbe che A è equi- 
potente a Z,; e perciò anche Z, sarebbe un segmento di Z fornito 
della proprietà «di avere una potenza non minore di a». Ma Z, pre- 
cede, in Z, il segmento Z,; dunque Z, non è più il «minimo segmento 
di Z A della proprietà ora detta». Cioè siamo caduti in una con- 
traddizione. Ne segue che anche l’ipotesi È, > 4 non può sussistere. 
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3; 

Siamo ora in grado, avvalendoci del Iemma 1 e applicando il 
postulato di Zermelo, di dimostrare il teorema del buon ordina 
mento. 


Premettiamo qualche osservazione che può rendere più intuitiva 
la dimostrazione. 

Sia dato l’insieme A, perfettamente generico come nei paragrafi 
precedenti. Scegliendo un elemento da A possiamo formare senza 
difficoltà un insieme bene ordinato con questo unico elemento. Se 
a è l'elemento scelto, porremo: 


Wi = (40). 


Scegliendo poi un elemento dall’insieme (A — 4), possiamo forma- 
re un insieme bene ordinato di due elementi. Se 4; è l'elemento otte- 
nuto con questa seconda scelta porremo: 


W, = (40, 43). 


Allo stesso modo si possono fare, facilmente, insiemi bene ordinati 
con un numero finito, comunque grande di elementi. Le difficoltà 
crescono allorché vogliamo formare, con elementi di A, insiemi 
bene ordinati W,, ove À sia, non più un numero ordinale finito, ma 
un numero ordinale transfinito. E qui che bisogna invocare il po- 
stulato di Zermelo in tutta la sua generalità. 

Esso ci assicura, come abbiamo visto nel capitolo precedente, l’e- 
sistenza di una funzione f tale che: applicata a un qualsiasi insieme 
M non vuoto, ci dà sempre un ben individuabile elemento £ di M. 
Cioè, qualunque sia M non vuoto: 


fM) = db. 
Si dimostra facilmente - applicando la funzione di Zermelo - il 


seguente: 


Lemma 3 Preso un qualunque numero ordinale, se si può formare 
l'insieme bene ordinato 


do, 4, 43... dg... [3] 
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con elementi tratti da A in corrispondenza a tutti i numeri ordinali E< a, 
allora si ha: 


ocheè A=% 
o che esiste, dopo tutti gli ax, anche un aL. [4] 


Come abbiamo chiamato W, l’insieme bene ordinato (4)); come 
abbiamo chiamato W/, l'insieme bene ordinato (4g, 4) — in ciascuno 
dei quali gli indici delle 4; percorrono tutti i numeri ordinali minori 
dell’indice di W - sarà ora opportuno, per semplicità, chiamare W,, 
l’insieme bene ordinato [3] in cui gli indici delle 4; percorrono tutti 
i numeri ordinali £É< a. 

Per noti teoremi sui numeri ordinali, x è proprio il numero ordi- 
nale spettante all’insieme bene ordinato W,, e perciò è 


v.=a 
Orbene: una volta tratti via da A tutti gli elementi 4, dell’insieme 
W, non potranno che presentarsi due possibilità: 


1)o(A- W_) è vuoto; 
2) o (A- W_) non è vuoto e quindi è lecito applicare ad esso la 
funzione f di Zermelo. 


Nel primo caso si ha A = W, e perciò A = a. 

Nel secondo caso si ha che la funzione f, applicata all’insieme non 
vuoto (A — W,,), ci darà un elemento ben individuabile di tale insie- 
me. Questo sarà un nuovo elemento di A che può aggiungersi alla 
[3] dopo tutti gli 45; sarà cioè 4,. In altri termini: 


fA-W)= 4g. 


Una volta dimostrato il lemma 3 qualcuno potrebbe credere che 
«risulti evidente l’esistenza di un numero ordinale a, tale che A =». 
Egli infatti potrebbe ragionare così: applichiamo via via la funzione 
f, fino a trovare un insieme A — W, nullo; allora avremo esaurito 
tutti gli elementi 4; di A, cioè avremo trovato un numero ordinale x 
tale che A = &. Ma il ragionamento non regge: nessun fatto intuiti- 
vo ci assicura a priori che, applicando via via la funzione f (cioè sce- 
gliendo via via nuovi elementi di A) si finirà, a un certo punto, con 
l’esaurire A. Non potrebbe irivero accadere che non si esaurisse mai 
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l'insieme A? Qui è il punto in cui all’intuizione si deve sostituire il 
ragionamento rigoroso. 


4. 


Teorema Dato un insieme qualsiasi A, è possibile trovare un nu- 
mero ordinale a, tale chea = A. 


Cominciamo a costruire l’insieme bene ordinato Z come nel para- 
grafo 1, e chiamiamo $ il numero ordinale spettante a Z. Dico che 


esiste un numero ordinale x < È, per cuiè a =A. 
La dimostrazione procede per assurdo. 
Supponiamo che, per qualunque a < È, valga la diseguaglianza 


EA [5] 


e vediamo quali conseguenze se ne potrebbero trarre. 
Sarà opportuno, a tale scopo, considerare gli insiemi bene ordi- 
nati W,, poco fa definiti: 


Wi, = (40) 
W.= (4, 43) 


W,= (40, 41... 4,...) per tutti gli r</. 


Si ha in base al postulato di Zermelo: 

1) che esiste 4;; è infatti 49=f(A); 

2) che: se esistono tutti gli ax, per É<a, esiste anche 47. 

E quanto ci assicura il lemma 3, nell'ipotesi che sia vera la dise- 
guaglianza [5]. Questa diseguaglianza, infatti, esclude il primo cor- 
no del dilemma [4]. 

Dunque, per il principio di induzione transfinita si può conclu- 
dere: «esistono nell’insieme A elementi fra loro distinti 49, 4;... 4, 


per ogni numero ordinale x che sia <È». 
Orbene consideriamo l’insieme bene ordinato: 


W = (40, 41, 42. da) 


costituito con tutti gli elementi a, oveè a<È. 
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Un noto teorema sui numeri ordinali (cap. 15, $ 3) ci assicura che 
E è il numero ordinale spettante all’insieme bene ordinato W; ed è 


perciò 


E=W. [6] 


Ma l’insieme W, essendo costituito per intero di elementi di A, è un 
sottoinsieme di A e quindi avrà potenza = alla potenza di A. Sarà 
cioè 


ossia, detta al solito 4 la potenza di A, 
É=<a 
in completa contraddizione con il risultato dimostrato nel lemma 1. 


Se ne conclude che la [5] non può sussistere per ogni 1 < È; e cioè 
si conclude che esiste un numero ordinale tale che 


a=A. [7] 


5. 


Il teorema dimostrato nel paragrafo 4 a mezzo del postulato di 
Zermelo, porta il nome di teorema del buon ordinamento. Esso in- 
fatti può venire enunciato anche così: «dato un insieme A qualunque, 
esiste una corrispondenza biunivoca tra i suoi elementi e gli elemen- 
ti di un insieme bene ordinato», ovverossia «ogni insieme A può 
considerarsi come costituito da elementi di un insieme ben ordinato». 

Taluno lo enuncia pure in quest'altra forma: «ogni insieme A può 
venire ben ordinato». Si tratta tuttavia, come osserva il Sierpiriski, di 
una possibilità non effettiva. «Il teorema di Zermelo - egli scrive - 
afferma soltanto l’esistenza (nel senso dell’indirizzo idealista) di un 
buon ordinamento per ogni insieme, non dicendo nulla sulla possi- 
bilità effettiva di stabilire tale buon ordinamento per ogni insieme 
particolare. Si potrebbe dimostrare facilmente che si saprà effetti- 
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vamente bene ordinare un dato insieme /, ogni qualvolta si saprà 
fissare una legge secondo cui a ogni sottoinsieme non vuoto di / 
corrisponde un elemento di questo sottoinsieme». 

Ricordando quanto abbiamo detto nel capitolo 16, paragrafo 6, a 
proposito degli alef, possiamo ora dedurre dal teorema del buon 
ordinamento il seguente: 


Corollario Ogni numero cardinale è un alef. 


Infatti: dato un qualsiasi numero cardinale 72, esso è la potenza 
di un insieme M. Ma, per il teorema del buon ordinamento, M è 
equipotente a un insieme bene ordinato. Dunque 7 sarà anche la 
potenza di un insieme bene ordinato. 

Ora: asserire che un numero cardinale x è un alef significa asseri- 
re che x è la potenza di un insieme bene ordinato. Dunque il nume- 
ro cardinale 77 è un alef. 


6. 
Si dimostrano facilmente i seguenti teoremi: 


1) Il teorema del buon ordinamento è equivalente al postulato di Zer- 
melo. 


Infatti: già abbiamo dimostrato nel paragrafo 4 che, partendo dal 
postulato di Zermelo, si può dimostrare il teorema del buon ordina- 
mento. 

Basterà ora dimostrare l’inverso. Supponiamo pertanto valido il 
teorema del buon ordinamento, supponiamo cioè di conoscere - per 
ogni insieme A - una corrispondenza biunivoca tra i suoi elementi e 
gli elementi di un insieme bene ordinato Z. Per Z è subito trovata, 
se non è vuoto, la legge, che fissi a priori la scelta di un suo elemen- 
to; basta porre «a Z facciamo corrispondere il suo primo elemento». 
Ebbene: per trovare una analoga legge per A basta stabilire «ad A 
facciamo corrispondere quel suo elemento che, nella corrisponden- 
za di A con l’insieme bene ordinato Z, corrisponde al primo elemen- 
to di Z». Questa legge ci dà la funzione di Zermelo, e cioè ci dimo- 
stra la validità del postulato in esame. 
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11) Il teorema del buon ordinamento equivale alla tricotomia tra nu- 
meri cardinali. 


Infatti: il lemma 2 ci assicura - quando sia supposta valida la tri- 
cotomia fra numeri cardinali - che: dato un qualunque insieme A e 
costruito l'insieme Z, di cui parla il lemma, non potendo essere: 


né Zi, >A 
né FA <A 
dovrà essere per forza: 
Z;=A. [8] 


Ma Z; è un insieme bene ordinato, dunque la [8] ci assicura che 
l’insieme A è in corrispondenza biunivoca con un insieme bene ordi- 
nato. E cioè ci dimostra valido il teorema del buon ordinamento. 

Viceversa: se ogni insieme A è equipotente a un insieme bene 
ordinato, poiché per gli insiemi bene ordinati vale la tricotomia, se 
ne deduce che essa varrà anche per tutti gli altri insiemi. 


Combinando i due precedenti teoremi se ne ricava infine un terzo: 


ItI) I/postulato di Zermelo equivale alla tricotomia fra numeri cardi- 
nali. 


Pur senza farci raggiungere alcun risultato che possa venire am- 
messo da tutti i matematici (zermeliani e non zermeliani) è chiaro 
però che i tre teoremi ora dimostrati portano una grande chiarifica- 
zione in queste difficili ricerche: essi dimostrano infatti l’equiva- 
tenza di tre proposizioni in apparenza molto diverse tra loro; l’equi- 
valenza di tre problemi che investono alcune fra le più delicate 
questioni della teoria degli insiemi. 
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7, 


Ammesso il postulato di Zermelo, cioè ammesso (per il corollario 
del paragrafo 5) che ogni numero cardinale è un alef, si apre tutto un 
campo di ricerche assai sottili e interessanti. Esse vertono intorno a 
un problema che possiamo porre in forma di equazione: «dato un 
numero cardinale x qualunque, trovare un indice x tale che: 


a=ù.; [9] 


cioè determinare quale degli infiniti alef eguaglia il numero dato x». 

Il problema acquista una particolare importanza se prendiamo 
come & il numero cardinale c, cioè la potenza del continuo; numero 
che già sappiamo eguale a 2°. In tal caso la [9] diventa: 


2%0=N,. [10] 


Questa equazione non è stata finora risolta, nemmeno applican- 
do il postulato di Zermelo. Essa porta il nome di problema del con- 
tinuo. 

Se essa ammettesse per soluzione x = 1, se ne ricaverebbe per i 
numeri reali un risultato estremamente significativo (questo risulta- 
to dipende dal noto teorema che dice: fra un alef e l’alef successivo 
non esiste alcun numero cardinale intermedio; cap. 16, $ 5, teorema 4). 
Fsso può enunciarsi così: «non esistono insiemi di numeri reali che 
abbiano potenza maggiore del numerabile e minore del continuo». 

Se invece la [10] ammettesse come soluzione x > 1 se ne dedur- 
rebbe il risultato opposto: «esistono insiemi di numeri reali che han- 
no potenza maggiore del numerabile e minore del continuo». In 
questa ipotesi, il problema importante sarebbe: riuscire a definire 
qualcuno fra questi insiemi intermedi fra il numerabile e il conti- 
nuo. Tutti gli sforzi fatti in questo senso riuscirono finora inutili. 


8. 


Si è tentato di risolvere il problema del continuo per mezzo di 
una ipotesi: 


2%= N, [11] 
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che porta il nome di ipotesi del continuo. Essa afferma, come già 
abbiamo accennato, che non esistono insiemi aventi una potenza 
maggiore del numerabile e minore del continuo. 

Partendo da tale ipotesi si sono ricavate molte proposizioni equi- 
valenti ad essa. Se una qualunque di queste proposizioni potesse 
dimostrarsi vera a partire dai postulati ordinari della matematica, ri- 
sulterebbe vera anche l’ipotesi del continuo. Se una qualunque di 
queste potesse dimostrarsi falsa, altrettanto si potrebbe ripetere del- 
l’ipotesi del continuo. 

Anche qui, finora, la ricerca non ha portato a nulla di definitivo. 
Tra le varie proposizioni equivalenti all’ipotesi del continuo se ne 
sono, però, trovate alcune estremamente suggestive per il profondo 
significato matematico di cui risultano fornite. Su di esse ha pub- 
blicato, or non sono molti anni, un importante libro il professor W. 
Sierpiriski (autore delle lezioni sui numeri transfiniti già tante volte 
citate). Quest'opera porta il titolo: L’hypothèse du continu (1934). 

Per mostrare l’interesse di questo genere di ricerche daremo due 
esempi di proposizioni equivalenti all'ipotesi del continuo (o ipote- 


si H). 


> 


Teorema L'ipotesi H è equivalente alla seguente proposizione (P.): 
« l'insieme di tutti i punti del piano è una somma di due insiemi, l'uno dei 
quali risulta tutt’al più numerabile su ogni parallela all'asse delle ordina- 
te, e l’altro tutt'al più numerabile su ogni parallela all'asse delle ascisse». 


1) Supponiamo vera l’ipotesi [H] e ricaviamo da essa la proposi- 
zione P.. 

Si deduce dalla [H] che l’insieme dei numeri reali può venire 
posto in corrispondenza biunivoca con l’insieme dei numeri ordina- 
li della classe somma delle due classi C/, e C/, definite nel capitolo 
16, che ha come partenza X,. Ricordando che Q. è il primo elemen- 
to della classe CZ, (ossia ricordando che Q è il numero ordinale spet- 
tante all’insieme bene ordinato ottenuto colla somma di C/, con C/,) 
potremo perciò contrassegnare ogni numero reale ? con un indice, il 
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quale indice sarà un numero ordinale minore di 2. Potremo cioè 
scrivere: 


bia 80) [12] 


essendo sicuri che nella [12], se sono compresi tutti gli x < 02, sono 
scritti tutti i numeri reali #. 
Ogni punto (x, y) del piano sarà pertanto caratterizzato da due 
valori di #, uno eguale a x e l’altro eguale a y. Potremo scriverlo (t,; 4). 
Orbene distinguiamo i punti del piano in due insiemi A e B così 
definiti: 


A comprende tutti i punti (£,,, g) tali cheBs=a<Q 
B comprende tutti i punti (£,, {g) tali che a<B<Q 


Dico che l’insieme A e l’insieme B verificano le condizioni enuncia- 
te nella proposizione P,. 

Infatti: studiamo l'intersezione dell'insieme A con una parallela 
all’asse delle ordinate. 

Questa parallela alle ordinate avrà per equazione x = £ ove £ de- 
nota una costante (cioè £ denota un ben fisso numero reale: £k = to). 

L’intersezione dell’insieme A con la retta di equazione 


x7 to 


sarà data da tutti i punti (4, {g) tali cheR <a e tali che {,34,. 
In altri termini: sarà data da tutte le coppie 


(fo, tp) ove è tr =, L= costante. [13] 


Ma quante risultano tali coppie? Esse risultano tante quanti sono 
nella [12] i numeri reali fg che non superano #,. Poiché è p<Q - e 
cioè f = un numero ordinale vuoi della classe C/;, vuoi della classe 
Cl, - ne segue che le coppie [13] risulteranno o in numero finito o in 
una infinità numerabile. E dunque sodisfatta la prima condizione 
enunciata nella P,. 

Studiamo ora l’intersezione dell’insieme B con una parallela 
all’asse delle ascisse; cioè con la retta di equazione 


v7 bo 
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ove ?, denota un numero reale costante, cioè un numero reale ben 
fissato nella [12]. Ragionando in modo analogo al precedente, si 
conclude che le coppie 


(tao ta) ove è ta < ta: ty Costante [14] 


risultano: o in un numero finito o in una infinità numerabile. È dun- 
que soddisfatta anche la seconda condizione enunciata nella P,. E 
cioè: risulta dimostrata la P, a partire dalla [H]. 

Ora dobbiamo dimostrare l’inverso: supponendo verificata la P, 
dobbiamo dedurne la [H]. 

Sia El’insieme formato da X, parallele all’asse delle ordinate e M 
l’insieme di tuttii punti dell'insieme A (di cui parla la proposizione 
P,) che stanno sulle rette della classe È. 

Poiché queste rette sono in numero di X, e poiché sopra ognuna 
di esse vi è tutt’al più una infinità numerabile di punti di M, ne con- 
cludiamo - tenuto conto che la somma di X, insiemi numerabili è un 
insieme avente per potenza ancora N, - che l’insieme M ha una 
potenza SN}. 

A maggior ragione ne risulta che la proiezione ortogonale II di M 
sopra l’asse delle ordinate avrà una potenza =X,. 

Orbene: dimostriamo che l'insieme II, proiezione di M sopra l’as- 
se delle ordinate, comprende #u#ti i punti di questo asse. Cioè di- 
mostriamo che: presso un punto qualunque (a, 2) di questo asse, e 
tirata per esso una retta r parallela alle ascisse (retta che avrà l’equa- 
zione y = d), questa r contiene almeno un punto di M. Infatti: la ret- 
ta » incontrerà l'insieme E di rette parallele alle ordinate in X, pun- 
ti (uno per ogni retta di E); sappiamo in base alla seconda proprietà 
enunciata in P,, che l’insieme B ha su ogni parallela all’asse delle 
ascisse tutt'al più una infinità numerabile di punti; quindi anche sul- 
la + Bavrà un numero di punti < È, e perciò degli X, punti di r or 
ora considerati (intersezioni di r con le rette di E) non tutti appar- 
terranno a B. Dunque qualcuno di essi appartiene ad A e cioè a M 
(che è l’insieme di tutti i punti di A che stanno sulle rette di E). 

Stabilito, in questo modo, che ogni punto (a, 2) dell’asse delle or- 
dinate appartiene all'insieme II; tenuto conto che la potenza di II è 
= N;; ne segue — poiché II contiene ogni punto dell’asse — che l’in- 
sieme dei punti dell’asse avrà una potenza =&,. Ma la potenza dei 
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punti dell’asse (cioè la potenza dei punti di una retta) è la potenza 
del continuo, ossia 2%; se ne deduce perciò 

D0<N,. [15] 
Sappiamo però da teoremi precedenti che #07 può essere: 

200<X; 
perché la massima potenza <&, è XK; ed è noto che 

2%> No; 
dunque si deduce dalla [15] che sarà 

280=8, 


cioè dalla proposizione P, si ricava l’ipotesi del continuo. La propo- 
sizione P, e l'ipotesi H sono pertanto fra loro equivalenti. 


10. 


Cominciamo con una definizione. Diremo «diagramma genera- 
lizzato» ogni insieme di punti (x, y) soddisfacenti a una equazione 


del tipo 
y=f(x) 


ove f è funzione urivoca di una sola variabile reale; oppure ogni 
insieme di punti (x, y) soddisfacenti a una equazione del tipo 


x=f(9) 


nella medesima ipotesi, che f sia una funzione univoca di una sola 
variabile reale. Il nome «diagramma generalizzato» si giustifica pel 
fatto che questa figura incontra - come i diagrammi ordinari - ogni 
’ : . ’ 
parallela all'asse delle ordinate (oppure ogni parallela all’asse delle 
ascisse) in uno e un solo punto. E però «generalizzato», perché la 
funzione f non è supposta continua. 
Ciò posto si può dimostrare il seguente teorema: 


Teorema L'ipotesi del continuo è equivalente alla seguente propo- 
sizione (P.): «il piano è una somma di una infinità numerabile di dia- 
grammi generalizzati ». 
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Il carattere singolare della proposizione P) sta in ciò: che se par- 
tiamo da un diagramma ordinario Y (il quale del resto ha tanti pun- 
ti quanti ne ha un diagramma generalizzato), per ricoprire tutto il 
piano dobbiamo sottoporre questo diagramma a un movimento con- 
tinuo. E cioè: il piano risulta una somma di una infinità continua 
di diagrammi eguali a Y. Invece la P, presenta il piano come somma di 
una infinità nurzerabile di diagrammi generalizzati. 

Mostriamo che dalla ipotesi H segue P.. 

Infatti da H segue P,, e cioè: l'insieme dei punti del piano si può 
scomporre nei due sottoinsiemi A e B con le proprietà poco sopra 
riferite. Ora aggiungiamo ad A tutti i punti del piano aventi ordi- 
nata razionale; e a B tutti quelli aventi ascissa razionale: otterremo 
due insiemi A* e B*, che naturalmente possono avere dei punti in 
comune. 

L’insieme A* così ottenuto possiede esattamente su ogni paralle- 
la all’asse delle ordinate un insieme numerabile di punti (e non, 
come A, un insieme «finito o numerabile» di punti). Analogamente 
B* possiede esattamente, su ogni parallela all’asse delle ascisse, un 
insieme numerabile di punti. 

L’insieme A* si può quindi scomporre in una infinità numerabi- 
le di insiemi: A, A, 43... ciascuno dei quali ammette uno e un solo 
punto su ogni parallela all’asse delle ordinate: basta formare A, 
prendendo il prizzo punto della infinità numerabile di punti che 
A* possiede su ogni parallela all’asse delle ordinate; poi formare A, 
prendendo il secondo punto della infinità numerabile di punti che 
A* possiede su ogni parallela all'asse delle ascisse ecc. Ciascuno di 
questi insiemi, facendo corrispondere a un qualunque valore del- 
l’ascissa uno e un solo valore dell’ordinata, è un «diagramma gene- 
ralizzato» nel senso poco fa definito. Quindi possiamo concludere 
che A* risulta scomponibile in una infinità numerabile di diagram- 
mi generalizzati. 

Allo stesso modo si dimostra che anche B* risulta scomponibile 
in una infinità numerabile di diagrammi generalizzati, e poiché la 
somma di due infinità numerabili è ancora una infinità numerabile, 
ne risulta la proposizione P.. 

E facile dimostrare il viceversa: e cioè che da P, segue P, e perciò 
segue H. 
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Supponiamo che il piano sia scomponibile in una infinità nume- 
rabile di diagrammi generalizzati. Chiamiamo A l’insieme di tutti 
i diagrammi del tipo y = f(x), e B l’insieme di tutti quelli del tipo 
x=f9). 

Da uno degli insiemi A e B possiamo sopprimere tutti i punti che 
ha in comune con l’altro; e chiamare A e B i due insiemi in tal modo 
ottenuti. Ne segue che A avrà «tutt'al più una infinità numerabile 
di punti» su ogni parallela all'asse delle ordinate; e B «tutt'al più 
una infinità numerabile di punti» su ogni parallela all’asse delle 
ascisse. Cioè ne seguirà la P,, e per quanto avevamo dimostrato nel 
paragrafo precedente ne seguirà la ipotesi H. 


23. 


Il problema della misura degli insiemi lineari 


Come già dissi più volte, la trattazione storico-filosofica di que- 
sto corso non intende sostituirsi a quella più strettamente scientifi- 
ca di altri corsi paralleli. Se ciò vale in generale, tanto più va ripetu- 
to per il presente e per il prossimo capitolo, i quali hanno per 
oggetto la teoria della misura e l’integrale di Lebesgue che già costi- 
tuiscono argomenti specifici dei corsi specializzati di analisi. 

Ho ritenuto tuttavia doveroso accennare anche a questi argo- 
menti per due motivi: innanzi tutto perché i concetti moderni di 
misura e di integrale costituiscono in certa maniera la conclusione 
dello sviluppo storico tracciato nelle pagine precedenti, sicché il mio 
quadro riuscirebbe troppo incompleto se tralasciassi di descrivere 
— sia pure molto sommariamente - questa ultima fase delle indagini 
infinitesimali; in secondo luogo perché, mettendo in luce gli stret- 
tissimi rapporti fra la teoria degli insiemi e la teoria della misura, 
posso evitare la falsa impressione che la teoria degli insiemi costi- 
tuisca un ramo a sé, staccato dal grande tronco della matematica 
classica, e che, soprattutto, le discussioni critiche da me esposte 
negli ultimi capitoli rappresentino un vero e proprio eccesso di sot- 
tigliezza logica, inutile per la pura ricerca scientifica. 

In vista dei particolari scopi della mia trattazione, limiterò molto 
l'ampiezza dei concetti esposti, fermandomi - tanto per fare un 
esempio - al solo caso degli insiemi lineari senza affrontare il pro- 
blema della misura degli insiemi generici, contenuti in uno spazio a 
n dimensioni; dedicherò una cura specialissima a descrivere i rap- 
porti fra l’integrale di Lebesgue e quelli di Cauchy e di Riemann; 
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sopprimerò la dimostrazione di molti importanti teoremi, soffer- 
mandomi invece su alcuni esempi particolarmente curiosi di insie- 
mi, utilissimi per integrare le precedenti nozioni sulla potenza del 
continuo, e riportando in tutta la sua ampiezza il celebre teorema di 
Vitali sull'esistenza di insiemi non misurabili secondo Lebesgue, 
che trae la propria origine dal postulato di Zermelo. 

Cercherò infine, onde rendere più viva l’esposizione, di concate- 
nare gli sviluppi del passato alle ricerche che sono oggi di maggiore 
attualità; cercherò di dare cioè — secondo i preziosi suggerimenti di 
Enriques - una «visione dinamica» della scienza, mostrando come 
essa ci induca a «non arrestarci mai ai risultati del passato, ma a es- 
sere sempre impazienti di superarli». 


2. 


Abbiamo spiegato nel capitolo 19 come il concetto di «lunghezza 
di un segmento» stia alla base della costruzione della «retta nume- 
rica», costituisca cioè il primo passo per ridurre le relazioni fra enti 
geometrici della retta in relazioni fra numeri reali. Esso è il concet- 
to fondamentale da cui prende le mosse la teoria della misura. 

I segmenti (o intervalli, o tratti che dir si voglia) sono particolari 
esempi di insiemi lineari, cioè di insiemi di punti che stanno sulla 
retta numerica. Possono esistere però su tale retta, come abbiamo 
visto, molti altri insiemi di punti di tipo diverso: insiemi finiti e 
insiemi numerabili, insiemi aventi la potenza del continuo ma non 
aventi una struttura continua, e anche - qualora non si ammetta l’i- 
potesi H - insiemi aventi una potenza maggiore del numerabile e 
minore del continuo. Orbene: è possibile ampliare il concetto di mi- 
sura, sì che esso divenga applicabile non solo ai segmenti (misurare 
un segmento significa calcolarne la lunghezza rispetto all’unità di 
misura)! ma a tutti gli insiemi lineari? 

Per rispondere a questo importantissimo problema, cominceremo 
da un caso particolare. Cominceremo, cioè, a prendere in esame seg- 


! La lunghezza di un segmento posto sulla retta numerica è data dalla differenza tra i 
numeri reali che corrispondono (nella corrispondenza tra punti e numeri) ai due estremi 
del segmento. 
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menti distinti, ossia segmenti che non hanno l’uno con l’altro punti 
in comune salvo tutt’al più un estremo. 

È spontanea la seguente definizione: /a somma di un numero finito 
di segmenti distinti ha per lunghezza la somma delle lunghezze dei sin- 
goli addendi. E, se i segmenti considerati formano una infinità nu- 
merabile (cioè una successione), si dirà: la sormzzza di una infinità 
numerabile di segmenti distinti ha per lunghezza la serie formata dalle 
lunghezze dei singoli segmenti. È chiaro che tale lunghezza comples- 
siva risulterà infinita se uno degli addendi ha lunghezza infinita o se 
la serie è divergente. 

Può sembrare che i due casi considerati non esauriscano tutti i 
possibili «insiemi di segmenti distinti». Ci limitammo infatti a defi- 
nire la lunghezza totale di un insieme finito o una infinità nume- 
rabile di segmenti. E se ci trovassimo di fronte a una infinità non 
numerabile di segmenti distinti? Come potremmo, in tale caso, defi- 
nire la lunghezza totale dell’insieme? A questa domanda risponde il 
seguente teorema: 


Teorema Ogni insieme di segmenti non nulli a due a due distinti è: 
o finito o numerabile. 


La dimostrazione si basa sul fatto, a noi ben noto, che l’insieme 
dei numeri razionali è numerabile. 

Supponiamo che la retta, sulla quale sono distribuiti i segmenti di 
cui parla il teorema, sia la retta numerica come venne definita nel 
capitolo 19 (retta cioè nella quale ad ogni punto corrisponde un 
numero reale). È facile far corrispondere a ciascuno dei segmenti 
considerati un punto ben determinato, di ascissa razionale, interno 
al segmento. Infatti: sia (a, 2) uno qualunque di tali segmenti; ove è 
b>a poiché, per ipotesi, il segmento non è nullo; chiamiamo 72 il 
più piccolo numero naturale >1/(2 — a), e £ il più grande numero 
naturale <a. Per la definizione stessa di questi due numeri avremo: 


k+1>ma=k 


cioè 





i gi [1] 
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E inoltre, essendo 72> 1/(è — 4), avremo pure: 


b-a> Di 
m 
cioè 
1 
b>a+— 
m 
donde, per la seconda parte della [1]: 
ZE [2] 
mm 


Riassumendo in un’unica formula la [2] e la prima parte della [1], 
ricaviamo infine: 


k+1 


b> >a, [3] 





e cioè: il numero razionale (k + 1)/r2 è l’ascissa di un punto interno 
al segmento (4, b) considerato. 

E chiaro che, facendo corrispondere a ogni segmento (4, £) non 
nullo il numero (£ + 1)/w2 or ora determinato, ne verrà che a due seg- 
menti distinti del nostro insieme corrisponderanno due numeri 
razionali distinti. Perciò tale insieme deve avere la potenza eguale a 
quella di un subinsieme dell’insieme dei numeri razionali. 

Poiché l’insieme dei numeri razionali è numerabile, ne segue il 
teorema. 


3. 


Se lasciamo cadere la condizione che gli intervalli considerati sia- 
no distinti, viene a cessare la validità del teorema or ora dimostrato; 
è quindi possibile, a priori, considerare insiemi di segmenti non di- 
stinti aventi una potenza finita, o numerabile, o superiore al nume- 
rabile. A oi però interessano, qui, soltanto gli insiemi finiti o numera- 
bili di segmenti: per distinguerli dagli altri li chiameremo - seguendo 
la nomenclatura suggerita da G. Vitali — insierzi boreliani o senz’al- 
tro boreliani (in onore del matematico da noi più volte citato Emile 
Borel). Il termine «boreliano» denoterà dunque, d’ora innanzi, per 
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noi: un insieme finito o numerabile, di segmenti comunque disposti 
su di una data retta r; «boreliano semplice» sarà un boreliano costi- 
tuito da segmenti a due a due distinti.? In un boreliano che non sia 
semplice, i segmenti possono invece essere sovrapposti parzialmen- 
te o totalmente. 

In accordo con quanto detto nel paragrafo precedente, converre- 
mo di chiamare «lunghezza » di un boreliano (semplice o no) la som- 
ma ola serie delle lunghezze dei segmenti che lo costituiscono. 

Preso un qualsiasi boreliano B, è possibile definire un boreliano 
semplice, detto «sostegno» del precedente, che sta con esso in una 
relazione molto notevole. 

Sia a un punto del boreliano B; consideriamo i punti x<4 tali che 
tutti i punti del segmento (x, 4) appartengano a B; e i punti y>4 tali 
che tutti i punti del segmento (4, y) appartengano a B. Detto p il li- 
mite inferiore degli x, e g il limite superiore degli y, il segmento (p, 9) 
ha una caratteristica assai evidente: ogni punto interno a (p, 9g) ap- 
partiene a B. E cioè il segmento (p, 9) considerato senza i suoi estre- 
mi (ossia come segmento incompleto) è costituito di punti appartenen- 
ti tutti a B. Si dice che esso è un segmento congiunto al boreliano B. 

È chiaro che: due segmenti congiunti a B, se sono tra loro diversi, 
debbono risultare distinti nel senso poco fa indicato perché possono 
avere in comune solo un estremo che in tale caso non apparterrà a B. 
Pertanto: l’insieme di tutti i segmenti congiunti a un boreliano B 
sarà un boreliano semplice, in quanto costituito di segmenti tutti 
distinti fra loro. È precisamente questo boreliano semplice che por- 
ta il nome di sostegno di B. 

Un boreliano B il cui sostegno sia formato da un solo segmento si 
chiama elementare. Due boreliani elementari si dicono distinti, se i 
loro sostegni sono segmenti distinti. Quanto detto poco fa ci mostra 
che ogni boreliano è somma di un numero finito o di una infinità 
numerabile di boreliani elementari, a due a due distinti. 

La relazione fondamentale tra il boreliano B qualsiasi e il suo 
sostegno è data dal seguente teorema fondamentale: 


Teorema La lunghezza di un boreliano B è maggiore o eguale alla 
lunghezza del suo sostegno. 


2 [Nella terminologia attuale, i boreliani sono una famiglia più estesa.] 
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4. 


Sarebbe troppo lungo riferire la dimostrazione del teorema ora 
enunciato. Basti dire che esso si fonda sopra una proposizione fra le 
più importanti di questo capitolo della matematica: il cosiddetto 
lemma di Borel. 

Anche del lemma di Borel preferiamo, per brevità, non fermarci 
a esporre la dimostrazione. L’essenziale sarà mettere in luce il pro- 
fondo significato di ciò che esso afferma. 

Sia dato un segmento (r, s) completamente interno al boreliano B: 
cioè costituito di punti che sono tutti (estremi compresi) interni a 
qualche segmento di B. Ogni punto di (r, 5) apparterrà forse a infi- 
niti segmenti del boreliano considerato, forse a uno solo; comunque 
noi sappiamo, a priori, che per coprire l’intero segmento (r, 5) inter- 
vengono tutti gli infiniti segmenti di B. Orbene, il lemma di Borel 
ci assicura che, nell’ipotesi esposta, esiste un boreliano B' formato 
con un numero finito di segmenti di B il quale basta da solo a coprire 
tutto (r, s). In altri termini: se un segmento (7, 5) estremi compresi è 
tale che ogni suo punto risulta interno a uno almeno degli infiniti 
intervalli costituenti il boreliano B, si può trovare un numero finito 
di questi intervalli tali che ogni punto di (r, s) è interno a uno alme- 
no di essi. 

L’importanza del lemma sta in questo passaggio dall’infinito al 
finito; sta nel fatto che esso ci garantisce la possibilità di scegliere — fra 
gli infiniti termini costituenti l’insieme numerabile di segmenti B - 
un numero finito di essi che da soli racchiudono tutto il segmento (r, 5). 
Però nell’ipotesi era richiesto che il segmento (r, 5) fosse tutto inter- 
no al boreliano B, estremi compresi: esso non risulta quindi applica- 
bile al segmento (p, 4) congiunto a B, definito nel paragrafo 3. 

Avvalendoci dei concetti e teoremi ora spiegati siamo finalmente 
in grado di avviare il lettore a comprendere le idee fondamentali 
della moderna teoria della misura degli insiemi. Prima di inoltrarci 
in essa sarà utile, tuttavia, aggiungere qualche ulteriore nozione 
sugli insiemi a quelle esposte nei capitoli precedenti. 
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I. 


Dato un insieme lineare /, cioè un insieme di punti distribuiti 
sulla retta r, si dirà che un punto P di r (non all'infinito) è punto 
limite o punto di accumulazione di I allorché, in ogni segmento non 
nullo di r che contiene P nel suo interno, cade qualche punto di I 
diverso da P. 

L’insieme D, costituito da tutti i punti limite dell’insieme I, por- 
ta il nome di insieme derivato di I. 

Un insieme I dicesi: 


chiuso, se contiene il proprio derivato; 

denso in sé, quando è contenuto nel proprio derivato; 
perfetto, se coincide con il proprio derivato; 

isolato, se non ha alcun elemento in comune con esso. 


Esempi: 

— l’insieme dei punti 0, 1, 1/2, 1/3... è chiuso, ma non perfetto; 

- l’insieme dei numeri razionali è denso in sé; 

— l’insieme di tutti i punti, estremi inclusi, del tratto (0, 1) è per- 
fetto; 

— l’insieme 1, 1/2, 1/3... è isolato. 

Riferiremo, pur senza dimostrazione, i seguenti teoremi che illu- 
strano assai bene i reciproci rapporti fra i concetti ora definiti: 

1) ogni insieme isolato è numerabile (o finito); esistono tuttavia 
degli insiemi numerabili che non sono isolati; 

2) ogni insieme chiuso non differisce dal suo derivato che per una 
infinità numerabile di punti; 

3) se l’insieme derivato D di un insieme I ammette qualche punto 
di accumulazione, questi punti di accumulazione appartengono a D; 

4) ogni insieme chiuso è formato da un insieme perfetto più un 
insieme numerabile. 

Un insieme I dicesi denso in un intervallo (4, 2), allorché ogni in- 
tervallo, per quanto piccolo, compreso in (4, 2), contiene qualche 
punto di I. In tale ipotesi, è facile comprendere che l’insieme D, 
derivato di I, contiene tutti i punti del segmento (4, 2). Pertanto: se 
l'insieme I, denso în (a, b), è un insieme perfetto, esso deve contenere 
tutto il segmento (a, bd). 
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Non bisogna però credere che un insieme perfetto di punti presi 
dal segmento (a, 2) debba di necessità essere denso in (4, 2) e quin- 
di debba contenere per forza tutto il segmento (a, 2). Si dimostra, al 
contrario, che esistono degli insiemi perfetti i quali non sono densi în 
alcun intervallo. 

Si dimostra, d’altra parte, che ur insierze perfetto ha sempre la 
potenza del continuo. 

Se ne conclude che: esistono degli insiemi di punti, appartenenti a 
una retta r, i quali hanno la potenza del continuo e ciò malgrado, non 
solo non contengono alcun segmento (a, b) della retta 1, ma non sono 
densi in alcun tratto, per piccolo che sia, di tale retta. 


6. 


Già abbiamo visto nel paragrafo 2 del capitolo 20 l'esempio di un 
insieme avente la potenza del continuo e pur non contenente entro di 
sé alcun segmento: era l’insieme dei numeri trascendenti. L'ultimo 
teorema ora accennato ci dice però qualcosa di assai più notevole, 
qualcosa che ci fa vedere con chiarezza ancora maggiore la strana 
natura della potenza del continuo: ci dice infatti che esistono degli 
insiemi aventi la potenza del continuo, i quali non sono densi in alcun 
intervallino comunque piccolo. «Ma allora - viene spontaneo chie- 
dersi — come fanno ad avere, ciò malgrado, la potenza del continuo?» 

Il problema è così affascinante che meriterebbe, da solo, una lun- 
ga indagine di carattere filosofico. Purtroppo non possiamo farla, 
sempre per gli stessi motivi di brevità che già tante volte ci hanno 
impedito di seguire il corso naturale delle questioni. E utile tuttavia 
indicare un esempio, divenuto oramai classico, di insieme fornito di 
tale strana proprietà. 

Consideriamo i punti di ascissa razionale p/g compresi fra 0 e 1; 
e associamo a ciascuno di essi il segmentino di estremi 


1 1 
P_ 73: P4 3: 
Gg q qY 
otterremo così una infinità numerabile di segmenti, ciascuno dei 


quali ha per estremo un punto di ascissa razionale che è perciò pun- 
to di mezzo di un nuovo segmentino del medesimo tipo. Ebbene: la 
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teoria delle frazioni continue ci insegna che esistono dei punti di 
ascissa irrazionale i quali non risultano compresi in alcun segmenti- 
no del tipo predetto. Pare a prima vista che punti siffatti dovrebbe- 
ro formare soltanto delle eccezioni: infatti, detto A l’insieme costi- 
tuito da questi «punti eccezionali», si dimostra che l’insieme A non 
è denso in alcun intervallino comunque piccolo preso sul segmento 
(0, 1). Eppure no: si dimostra al contrario che l’insieme A ha la po- 
tenza del continuo. Ciò che vale per il segmento (0, 1) può venire 
ripetuto per tutta la retta, onde si conclude: togliendo dalla retta 
numerica tutti i punti compresi in ciascuno degli intervalli 


19) 

a a n° 3 

GY G, qG 

si ottiene un insieme di punti che risultano ancora infiniti e proprio în 
una infinità superiore al numerabile. 

Ben a ragione, dopo avere esposto dettagliatamente questa dimo- 
strazione, il grande matematico francese Ernile Borel esclama: «do- 
po aver riflettuto su questo fatto... si sarà meno disposti a credere 
di sapere che cosa è il continuo e a ragionare su di esso come su una 
nozione intuitiva e perfettamente chiara». 

Un seguace e rinnovatore del suo stesso indirizzo (Brouwer) af- 
fermerà, è vero, che il continuo costituisce una «intuizione sui gene- 
ris» come abbiamo spiegato nel capitolo 19. Ma con ciò egli non 
vorrà dire che il continuo è una nozione perfettamente chiara; egli 
intenderà dire, al contrario, che è una nozione non riducibile a nes- 
suna delle idee precedentemente note, e perciò non provvista della 
chiarezza che spetta ai concetti ben definiti e ben formulati. Il con- 
tinuo è secondo Brouwer una idea che noi riusciamo a descrivere solo 
in forma negativa, dimostrando che essa «non cade sotto questo o 
quell’altro schema, non gode di questa o quell’altra proprietà»; il 
nucleo positivo di essa è per definizione l’indeterminatezza, il «libe- 
ro divenire» che non si può rinchiudere in alcuna formula esatta- 
mente precisata. 
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Passiamo ora a spiegare il concetto di misura, limitandoci al caso di 
un qualsiasi insieme lineare I contenuto in un segmento finito (4, 2). 

Il problema di misurare / consiste nell’associargli un numero posi- 
tivo o nullo 7 (1), che soddisfi alle seguenti condizioni: 

1) due insiemi eguali hanno eguale misura; 

2) l'insieme somma di più insiemi (senza punti comuni a due a due) 
ha per misura la somma delle misure degli addendi; 

3) l'insieme costituito da tutti i punti del segmento (0, 1) ha per mi- 
sura l’unità. 

Abbiamo usato a bella posta, nella condizione 2), la parola inde- 
terminata «più insiemi» per non precisare fin d’ora se questa additi- 
vità debba valere soltanto per un numero finito di addendi (additività 
ristretta) o debba valere anche per una infinità numerabile di essi 
(additività in senso largo). 

Il problema ora accennato divenne di attualità, fra i matematici, 
negli ultimi decenni del secolo scorso. Il fatto si spiega perché, pro- 
prio in quell'epoca, maturarono i concetti (di insieme, di infinito 
ecc.) che entrano nell’enunciato di tale problema. Sappiamo inoltre 
dal capitolo 11 che, proprio fra il 1860 e il 1870, le precise analisi 
compiute soprattutto da Riemann avevano messo in luce l’impor- 
tanza fondamentale della struttura degli insiemi nella definizione 
degli integrali delle funzioni discontinue. 

Verso il 1882-84 si ebbero i primi fondamentali studi di Hankel, 
Harnack e Cantor sull’argomento. Ma i passi più decisivi vennero 
compiuti da Peano nel 1887, da Jordan nel 1892, da Borel nel 1898 
e finalmente da Lebesgue nel 1902. Oggi sono vastissimi gli svilup- 
pi di queste ricerche. 

Noi ci limiteremo - in conformità a quanto affermammo all’ini- 
zio del capitolo — a pochi cenni sulla teoria della misura di Peano- 
Jordan, e a qualche notizia di poco più vasta sulla misura di Lebe- 
sgue, fermandoci invece con qualche dettaglio su di un teorema che 
lega questa teoria alle considerazioni critiche intorno al postulato di 
Zermelo svolte nei capitoli precedenti. 
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L'idea direttiva della teoria di Peano-Jordan come della teoria di 
Lebesgue è quella di coprire l'insieme da misurarsi I con un aggregato 
di intervalli opportunamente scelti, e di ricavare dalla lunghezza di 
questi intervalli la misura di I. 

Più precisamente: Peano e Jordan dividono l’intervallo (4, 2) nel 
quale I è contenuto in un numero firito di intervallini parziali distin- 
ti; poi considerano la somma $ delle lunghezze di quegli intervallini 
che contengono almeno un punto di I; e la somma s delle lunghezze 
di quegli intervallini che sono contenuti per intero in I. Il limite in- 
feriore delle somme 5 relative alle varie possibili suddivisioni di (4, 2) 
e il limite superiore delle s costituiscono la «misura esterna» e la 
«misura interna» di I. Se le due misure coincidono, il loro valore 
comune è la misura di I. Si dimostra che questo concetto soddisfa 
alle tre condizioni anzidette, ove però la seconda sia intesa come ad- 
ditività ristretta. 

Anche la teoria di Lebesgue prende le mosse, per definire il concet- 
to di misura, dalla determinazione di due valori che chiama « misu- 
ra esterna» e «misura interna» dell’insieme; introduce però, come 
spiegheremo nel prossimo paragrafo, una importante novità. Inve- 
ce di dividere, come Peano e Jordan, l’intervallo (4, 2) in un numero 
finito, per quanto grande, di intervallini, introduce l’uso dei bore- 
liani, cerca cioè di ricoprire l’insieme da misurarsi / con un aggrega- 
to numerabile di intervalli. Ne scaturirà, com’è naturale, una certa 
maggior complicatezza dei concetti, ma risulteranno misurabili mol- 
ti insiemi che non lo erano secondo la teoria di Peano-Jordan. Ne 
risulterà inoltre che il nuovo concetto di misura gode dell’additività 
in senso generale, come spiegheremo meglio nel paragrafo 9. 


8. 


Per definire la misura esterna di I, Lebesgue procede nel seguen- 
te modo: 

Si prenda un boreliano B, tale che ogni punto di / appartenga a B. 
Questo boreliano si dirà una copertura di B, e precisamente una co- 
pertura semplice se trattasi di un boreliano semplice. 

Orbene, consideriamo tutte le possibili coperture di B, semplici 
o no; le loro lunghezze formeranno un certo insieme K. Questo 
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insieme K avrà un certo limite inferiore; è esso per l’appunto che 
costituisce la misura esterna di I, cioè #,(1). Importante è osservare 
che il teorema riferito alla fine del paragrafo 2 ci permette di com- 
piere una forte semplificazione nel procedimento ora descritto, 
restringendo il nostro sguardo dall’insieme K a un suo sottoinsieme 
(a quello cioè ricavabile dalle sole coperture semplici di I). Si dimo- 
stra infatti, in base al teorema del paragrafo 2, che: il limite inferio- 
re dell’insieme K è eguale al limite inferiore delle lunghezze delle 
coperture semplici di I. 

Per definire la misura interna di I, si potrebbe seguire una via che 
generalizzi quella su accennata di Peano-Jordan. E però più sempli- 
ce ricorrere al concetto di insiemze complementare di I. 

Dicesi insieme complementare di I rispetto a (4, 2), o senz'altro 
complemento di I, l’insieme I' di tutti i punti di (4, 2) che non ap- 
partengono a I. 

Procedendo su I’ come poco sopra abbiamo fatto su I, possiamo 
definire la 72,(I'). Orbene si dirà misura interna di I la differenza tra 
la lunghezza di (4, 2) e questa misura esterna di I’; cioè: 


m;(D = lunghezza (a, 6) — w.(I°). 


Riesce facile dimostrare, sempre sulla base del teorema del paragra- 
fo 2, che è 


m(1) = m;1). 


Se ne conclude: se questi due valori sono eguali, si dirà che l’in- 
sieme I è misurabile secondo Lebesgue o misurabile (L); si dirà inve- 
ce che I non è misurabile secondo Lebesgue se 77,(1) è maggiore di 
mi;(1). 

Quando 77,(1) = #2;(D, il loro valore comune porta il nome di 7i- 
sura di I secondo Lebesgue. 

Da quanto sopra detto risulta immediato il seguente: 


Teorema Se la misura esterna di I è nulla, I è misurabile ed ha 
come misura lo zero. 


Infatti 72;(1) = #2,(D; ma quest’ultima è nulla per ipotesi, epperò 
anche la prima non potrà che essere nulla. Dunque esse risulteranno 
eguali e il loro valore comune sarà proprio zero. 
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Di 


Non ci fermeremo a dimostrare le fondamentali proprietà della 
misura secondo Lebesgue (che d’ora innanzi chiameremo brevemen- 
te «misura»), né a estendere il concetto poco sopra definito al caso 
di insiemi non più lineari. 

Ci limitiamo a richiamare alcuni risultati di particolare rilievo, 
rinviando - per la loro dimostrazione - o alle Legons sur l’intégration 
di Lebesgue stesso (già più volte citate) o a qualche trattato moder- 
no di teoria delle funzioni di variabile reale.’ 

1) La misura di un insieme I, costituito da un numero finito o da 
una infinità numerabile di punti, è nulla. 

Si vede subito, infatti, che è nulla la misura esterna di questo I, 
poiché essa risulta racchiudibile in coperture di lunghezza tanto pic- 
cola quanto si vuole. 

2) L'insieme dei punti di un segmento di lunghezza / è misurabi- 
le, e la sua misura vale proprio /. 

E interessante notare che queste due proposizioni danno origine 
a una nuova dimostrazione del teorema dimostrato nel paragrafo 1 
del capitolo 20 circa la non numerabilità del continuo. Se, infatti, 
l’aggregato dei punti di un segmento di lunghezza / fosse numerabi- 
le, tale aggregato dovrebbe avere misura nulla per la 1), mentre la 2) 
ci assicura che esso ha una misura /> 0. 

3) L'insieme dei punti di un boreliano è misurabile. Se il boreliano 
è semplice, la sua misura è eguale alla lunghezza del boreliano stesso. 

4) Un insieme chiuso è sempre misurabile. 

5) La somma di un numero finito o di una infinità numerabile di 
insiemi misurabili è, essa pure, un insieme misurabile. Se gli insie- 
mi addendi sono a due a due distinti, la misura della somma è egua- 
le alla somma (0, se sono in numero infinito, alla serie) delle loro 
misure.‘ i 


? Ottimo è, per esempio, il trattato di Vitali e Sansone dal titolo Moderna teoria delle 
funzioni di variabile reale, Zanichelli, Bologna 1943. 

4 Nella dimostrazione ordinaria di tale teorema si inserisce, in forma molto sottile, il 
postulato di Zermelo. È stato Leonida Tonelli a evitare questo appello a una proposizio- 
ne tanto discussa, per mezzo di «pseudointervalli» e «successioni di pseudointervalli», 
sui quali per brevità non possiamo qui fermarci. 
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Quest'ultima proposizione ci permette di calcolare la misura di 
un insieme / non contenuto in un segmento finito (4, 2). 

6) Il prodotto di un numero finito o di una infinità numerabile di 
insiemi misurabili è, esso pure, misurabile. (Qui si parla di «prodotto 
di insiemi» nel senso di «insieme degli elementi comuni ad essi» e non 
nel senso che ci servì a definire il prodotto di più numeri cardinali). 

Se gli insiemi ora considerati formano una infinità numerabile 


4}, 4,,43... 


e se ciascuno di essi è contenuto nel precedente, allora la misura del 
prodotto è il limite della misura di 4,, per ” tendente a infinito. 

7) Se x e y sono due insiemi misurabili, e se y è un sottoinsieme 
di x, anche la differenza (x — y) è un insieme misurabile e la sua 
misura vale la differenza fra la misura di x e la misura di y. 


10. 


È interessante osservare che: se risulta dalla proposizione 1) che 
ogni insieme numerabile ha misura nulla, si dimostra però l’esisten- 
za di insiemi di misura nulla i quali hanno tuttavia una potenza 
superiore al numerabile. In particolare: esistono insiemi perfetti di 
misura nulla, e quindi (poiché ogni insieme perfetto ha sempre la 
potenza del continuo) esistono insiemi di misura nulla aventi la po- 
tenza del continuo. 

Diamo l'esempio di un insieme perfetto che abbia, come appunto si 
è detto, misura nulla. 

Sia 6 un segmento di misura s. Togliamo da o un segmento in- 
completo? 0; interno a 0 (cioè tale che gli estremi di 6; siano punti 
interni di 0) la cui lunghezza valga s/2. Da ciascuno dei due segmenti 
residui togliamo un segmentino incompleto e interno ad esso, eguale 
alla metà del segmento in cui si opera l'estrazione. E così di seguito. 

Chiamiamo g l’insieme dei punti di o che non vengono tolti da 0 
in tali successive estrazioni. Si dimostra subito che g è chiuso, anzi 
è perfetto. 


? Si ricordi che un segmento dicesi incompleto se considerato senza i suoi estremi. 


33 8 CAPITOLO VENTITREESIMO 


Infatti se P è un punto di o interno a uno dei segmenti via via 
estratti, esso non può essere un punto limite per g. Dunque g deve 
contenere tutti i suoi punti limite e cioè deve essere chiuso. Vice- 
versa: prendiamo un punto OQ di o che appartenga a g; esso sarà pun- 
to limite degli estremi degli infiniti segmenti estratti che lo prece- 
dono e lo seguono e, siccome tali estremi appartengono a g, Q sarà 
un punto limite di g. Se ne conclude che g è un insieme perfetto. 

Ora dimostriamo che la misura di g è nulla. 

Infatti: i segmentini via via estratti formano un boreliano sem- 
plice B; ma sappiamo che la misura di un boreliano semplice è egua- 
le alla sua lunghezza, cioè, nel nostro caso: 


s 
misura B sat ...3 5; 
sappiamo infine che togliendo da un insieme misurabile un suo sotto- 
insieme pure misurabile si ottiene una differenza ancora misurabile 
la cui misura è eguale alla differenza delle misure; dunque: toglien- 
do da o il boreliano B si ottiene g, che avrà come misura la differen- 
za della misura di o meno la misura di B, cioè: 


misura di g=s-s=0. 


11. 


Domandiamoci infine se ogni insieme lineare I è misurabile secondo 
Lebesgue. 

Innanzi tutto si può cercare di rispondere a questa domanda con 
un calcolo sulle potenze. 

Sappiamo che l’insieme di tutti i sottoinsiemi estraibili dalla ret- 
ta rha potenza 2°. Se potessimo dimostrare che l'insieme di tutti gli 
insiemi I misurabili secondo Lebesgue ha potenza <2°, allora la 
risposta sarebbe immediata (essa ci direbbe che esistono infiniti sot- 
toinsiemi, ricavabili dalla retta 7, non misurabili secondo Lebesgue). 

Purtroppo però le cose non sono così semplici. 

Abbiamo infatti dimostrato nel paragrafo 10 l’esistenza di un in- 
sieme g perfetto (cioè avente la potenza del continuo) di misura nul- 
la; ma si dimostra subito, in base all'ultimo teorema del paragrafo 9, 
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che ogni subinsieme di questo insieme sarà anche esso misurabile e 
avrà misura nulla. Dunque gli insiemi misurabili sono per lo meno 
tanti quanti i subinsiemi di g. Ma questi hanno per potenza 2° (poi- 
ché g è un insieme avente la potenza del continuo); c pertanto gli 
insiemi misurabili (secondo Lebesgue) formano un insieme di poten. 
za per lo meno eguale a 2°. 

Per questa via, dunque, non vi è da attendersi alcuna risposta: 
poiché l'insieme degli insiemi I misurabili (secondo Lebesgue) ha La 
medesima potenza dell’insieme di tutti gli insiemi di punti estraibi- 
li dalla retta r, può darsi che i due insiemi coincidano. Può darsi cioè 
che ogni insieme estraibile dalla retta r sia misurabile. 

Per escludere questa possibilità non ci resta altra via che quella di 
indicare qualche esempio di insieme lineare I non misurabile. 

Fu il nostro Vitali nel 1905 a dare un esempio siffatto; la sua di- 
mostrazione però era basata sul postulato di Zermelo. Essa è quin- 
di accettabile solo entro i limiti della matematica zermeliana. 

Lo studio dell’esempio ideato da Vitali è per noi del più alto inte- 
resse, perché ci prova quanto le questioni critiche svolte nel capito- 
lo 21 incidano a fondo nel problema schiettamente matematico del- 
la misurabilità degli insiemi. 

Sia t un punto della retta numerica r; riuniamo in un aggregato Y, 
i punti che differiscono da # per un numero razionale. Evidentemen: 
te l'insieme Y, è numerabile. E chiaro inoltre che, se due insiemi del 
genere, Y,, e Y,, hanno un punto in comune, essi coincidono. 

Riuniamo tutti gli insiemi Y,in un insieme di insiemi H. Se tè un 
punto qualunque di r, esisterà uno e un solo elemento di H che (come 
insieme) contiene questo punto ‘. . 

Consideriamo ora il segmento (0, 1/2). E evidente che ogni ele- 
mento y di H contiene qualche punto # che cade in questo interval- 
lo. Applicando il postulato di Zermelo scegliamo, per ogni Y di H, 
un punto del segmento (0, 1/2) appartenente proprio a Y: sia il pun- 
to P. Riuniamo finalmente tutti questi punti P in un insieme g, che, 
come è ovvio, avrà la medesima potenza di H. 

Vitali dimostra che questo insieme g non è misurabile. A tale sco- 
po comincia a chiamare g, l'insieme costituito da tutti i punti che si 
ottengono dai P anzidetti aggiungendo a ciascuno di essi il numero 
razionale p. E chiaro che g, non ha punti in comune con g se è p # 0; 
due insiemi g,,, gp, saranno pure diversi se pj # p,. 
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Quanti sono dunque i g, differenti uno dall’altro? Tanti quanti i 
numeri razionali f. La cosa è del resto evidente anche da un altro 
punto di vista: un g, ha un punto e un punto solo comune a ogni Y;; 
dunque, poiché i punti di ogni Y, formano una infinità numerabile 
in corrispondenza ai numeri razionali, è logico che anche i g, formi- 
no una infinità numerabile in corrispondenza ai numeri razionali. 
Ciò che va tenuto, comunque, presente è questo: allo stesso modo che 
ogni punto della retta appartiene a uno e un solo Y,, così ogni punto 
della retta appartiene a uno e un solo g,. Pertanto la somma dei g,, 
relativi a tutti i valori razionali di f, ci deve dare l’intera retta r. 

Ora la dimostrazione di Vitali procede per assurdo. Supponiamo 
che g sia misurabile e sia w.(go) la sua misura. E chiaro che ogni g, sarà 
misurabile, e avremo (8) = u(g,). Tenuto conto di questo fatto, si 
possono applicare a queste misure due ragionamenti diversi, en- 
trambi esattissimi, e si giunge a due conclusioni opposte. Se ne de- 
duce che l’ipotesi della esistenza di una misura di g è assurda. 

Consideriamo gli infiniti insiemi 


£0 ; 81; 81» 81°: 
2 3 n 
Essi cadono tutti nell’intervallo (0, 1); quindi la loro somma deve 
avere una misura 77 = 1. Tenuto conto che #(g)) = 4(g1) = P(g;) = ecc. 


2 3 
si può sostituire, alla loro somma, il prodotto 7 - p(go) facendo poi 
tendere x a infinito. Si ricava perciò 


lim {r-u(o}=m 1 
n 00 
e questa eguaglianza ci dice che deve essere, di necessità, 


(go) = 0. 


Ma abbiamo detto poco fa che la somma di tutti i g,, per tutti i 
valori razionali di p, ci deve dare l’intera retta r. Dunque la somma 
delle misure di tutti i g, deve essere infinita come è infinita la misu- 
ra della retta r. Se la somma di una infinità numerabile di misure, 
eguali tutte a p(go), è infinita, ciò significa però che u(go) è diverso 
da zero in contrasto antitetico con la conclusione precedente. 

Se ne conclude che era assurda l’ipotesi della misurabilità dell’in- 
sieme g. 
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Tenuto conto del modo come venne definito g, e della sovrappo- 
nibilità di g su un qualsiasi g,, si può dare al risultato di Vitali que 
st’altra enunciazione: «è possibile decomporre una retta in una in 
finità numerabile di insiemi non misurabili, senza punti comuni, 
sovrapponibili due a due per traslazione». 


12. 


L’esistenza di insiemi non misurabili (L), per quanto dimostrata 
solo nell’ambito della matematica zermeliana, ha suscitato grande 
interesse fra i matematici. Sebbene non sia qui possibile approfon- 
dire le numerose ricerche compiute in questi ultimi anni sull’argo- 
mento, ci pare utile però, prima di chiudere il capitolo, dare un cen- 
no a due fra le più notevoli di esse. 

L’ultima enunciazione del teorema di Vitali, esposta alla fine del 
paragrafo 11, ha fatto sorgere il seguente problema: è possibile de- 
comporre il segmento 0=x= 1 nello stesso modo come Vitali ha 
decomposto la retta? e cioè decomporlo in una infinità numerabile 
di insiemi non misurabili, senza punti comuni, sovrapponibili a due 
a due per traslazione? Il problema, che, a prima vista, parrebbe del- 
la stessa difficoltà di quello risolto da Vitali, si è rivelato invece assai 
più ostico. Fu solo nel 1921 che Stefan Mazurkiewicz ne diede una 
soluzione, non però perfettamente analoga a quella di Vitali, perché 
Mazurkiewicz è riuscito a scomporre il segmento non in una infinità 
numerabile di insiemi del tipo richiesto, ma in una infinità di essi 
avente la potenza c. Il ragionamento di Mazurkiewicz, come quello 
di Vitali, si appoggia sull’uso del postulato di Zermelo. 

Abbiamo riferito nel paragrafo 7 le tre condizioni fondamentali 
con cui Lebesgue determina il concetto di misura. E chiaro però, se 
non si respinge il postulato di Zermelo, che il concetto di misura da 
esso definito non risulta abbastanza generale da riuscire applicabile 
a tutti gli insiemi: il teorema di Vitali ci dimostra infatti l’esistenza 
di insiemi non misurabili. Ebbene, si domanda Stefan Banach, non 
potremmo generalizzare il concetto di misura secondo Lebesgue, 
onde fare scomparire questa eccezione? 

Banach tenta, a tale scopo, di modificare taluna delle tre condizio- 
ni del paragrafo 7, senza che si perdano però le proprietà più carat- 
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teristiche del concetto di misura. La proposta cui egli giunge è la 
seguente: di lasciare invariate la condizione 2) interpretata come 
additività in senso largo e la 3), mutando invece la 1) nel seguente 
modo: «è nulla la misura di un insieme costituito da un solo elemen- 
to». (Non è il caso di dire che la misura secondo Lebesgue soddisfa 
indubbiamente a questa nuova condizione. Esistono invece misure 
che soddisfano a questa condizione oltreché alla 2) e alla 3), senza sod- 
disfare alla 1) di Lebesgue). Ebbene, Banach dimostra - appoggian- 
dosi però, questa volta, non più solo al postulato di Zermelo ma 
all'ipotesi del continuo — che esistono insiemi non misurabili nem- 
meno secondo il concetto di misura così generalizzato. 

Il teorema di Banach, che è una generalizzazione di quello di Vi- 
tali, venne poi ancora perfezionato da altri, che sono riusciti ad ap- 
poggiarlo sopra una ipotesi meno restrittiva di quella del continuo. 
(Particolarmente interessanti gli articoli sull'argomento comparsi 
nella già citata rivista della scuola matematica di Varsavia « Funda- 
menta Mathematicae»). 

E ovvio che non possiamo fermarci, qui, a esporre in dettaglio 
queste ricerche; l'importante è avere segnalato, attraverso ad esse, 
la profonda incidenza delle questioni critiche (discusse nei capitoli 
precedenti) sul campo di indagini prettamente matematiche che si 
intitolano alla teoria della misura. 


24. 


Il problema dell’integrazione 


La condizione per l’integrabilità secondo Riemann da noi riferita 
nel paragrafo 9 del capitolo 11 («condizione necessaria e sufficiente 
perché una funzione sia integrabile nel senso di Riemann è che l’in- 
sieme dei suoi punti di discontinuità sia di misura nulla») già ci fece 
intuire la fondamentale importanza della teoria della misura per il 
problema dell’integrazione. Affrontando ora la questione in tutta la 
sua generalità, potremmo affermare che da un punto di vista logico 
il problema dell’integrazione si identifica sostanzialmente con il 
problema della misura degli insiemi. 

Lo scopo però, che ci proponiamo nel presente capitolo, non è 
quello di esaminare a fondo l’aspetto logico del problema (che più 
forma oggetto di ordinaria trattazione nei corsi speciali di analisi) 
bensì quello, assai più modesto, di illustrare il lato storico del mede- 
simo: di descrivere cioè per sommi capi il processo di idee che dal- 
l’integrale di Cauchy condusse a quello di Lebesgue attraverso l’u- 
tilizzazione sempre maggiore dei concetti matematici maturatisi 
sulla fine del secolo scorso. Avremo così il doppio vantaggio di vede- 
re: da un lato, il grande rinnovamento che si produsse nell’analisi 
per effetto delle fondamentali scoperte di Cantor; dall’altro lo stret- 
to rapporto che sussiste tra la moderna concezione dell’integrale e 
quella che si era venuta via via formando nei secoli precedenti. 

In questa brevissima esposizione ci varremo soprattutto dell’o- 
pera di Lebesgue (Legons sur l'intégration) già citata nel capitolo 10 
e di un suo articolo molto pregevole (Sur le développement de la no- 
tion d’intégral) pubblicato sulla «Revue de Métaphysique et de Mo- 
rale» nel volume del 1927. 
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Zi 


Qual era l’idea centrale su cui si fondavano le definizioni di Cau- 
chy e di Riemann? L’abbiamo riferita nel capitolo 11: era l’idea di 
suddividere l’intervallo di integrazione della funzione f(x) in un 
numero finito x di intervallini. Idea analoga abbiamo visto ritorna- 
re (cap. 23, $ 7) nella teoria della misura di Peano-Jordan, che per 
misurare l’insieme I contenuto in un intervallo (4, 2) suggeriva di 
suddividere questo intervallo in un numero finito di intervallini 
distinti, considerando poi le somme S e s delle lunghezze di quegli 
intervallini, che contengono un punto di I, o che rispettivamente 
sono contenuti per intero in ]. 

Sulla traccia di quanto abbiamo spiegato nel capitolo 23 qualcu- 
no penserà forse: come, per elevarci dalla misura di Peano-Jordan a 
quella di Lebesgue, abbiamo introdotto l’idea di suddividere (4, 2) 
in un aggregato non più soltanto finito, ma numerabile di interval- 
lini, così ora, per generalizzare il concetto di integrale di Riemann, 
basterà sopprimere la condizione restrittiva che «l’intervallo di 
integrazione della funzione f(x) debba venire diviso soltanto in un 
numero finito di parti». Effettivamente questa via venne tentata 
anche essa, ma non fu quella che diede risultati più importanti. 

Completamente diverso è invece il processo di idee seguito da Le- 
besgue. Egli distingue nettamente la definizione di Cauchy da quella 
di Riemann, e, mentre accetta il metodo direttivo seguito dalla prima, 
nega quello - pur, in apparenza, così simile - seguito dalla seconda. 

Allorquando Cauchy formava la sommatoria 


se (4, -— a9)f(x1) na (a) — 43) f(x) + ss (2, -4,-1)f(x,) 


egli aveva ben ragione - osserva Lebesgue - di raggruppare fra loro 
valori dell’ascissa poco distanti uno dall’altro, cioè compresi in un 
medesimo intervallino (4;_ ;, 4;). Infatti - dato che egli partiva dal- 
la considerazione di funzioni continue - a questi valori dell’ascissa 
poco distanti uno dall’altro dovevano necessariamente corrispon- 
dere valori poco distanti dell’ordinata. Era quindi possibile, data la 
prossimità dei valori di f(x) corrispondenti ai valori di x situati in 
un medesimo intervallino, sostituirli tutti, senza grave errore, con un 
solo e medesimo valore della funzione calcolato in uno degli infini- 
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ti punti dell’intervallino. L'errore poi sarebbe andato naturalmen- 
te diminuendo col tendere a zero della lunghezza dell’intervallino 
stesso. 

Ma qual era stato il motivo che aveva spinto i matematici a non 
accontentarsi dell’integrale di Cauchy? L’abbiamo visto spiegando 
l'evoluzione da Cauchy a Riemann: era stato il desiderio di raggiun- 
gere una definizione di integrale, applicabile anche a funzioni forni- 
te di molte discontinuità. Senonché: passando dalle funzioni conti- 
nue alle discontinue, viene a cadere la ragione che aveva giustificato 
il modo di procedere di Cauchy. Per tali funzioni infatti non è più 
vero, che la suddivisione dell’intervallo (4, 2), di variazione della x, 
inintervallini via via più piccoli produca una suddivisione del corri- 
spondente intervallo di variazione della f(x) in parti esse pure ten- 
denti a zero. Ecco il vero motivo - scrive Lebesgue - «perché il pro- 
cedimento di Riemann non riesce che raramente e, vorrei dire, per 
caso»! Ecco la causa che ci deve spingere, proprio per coerenza con 
l’idea ispiratrice di Cauchy, a seguire una via completamente diver- 
sa da quella di Riemann. 

Raccogliamo pure, secondo il metodo proposto da Cauchy, i valo- 
ri tra loro più prossimi della funzione f(x)! Ricordiamoci però, che 
essi non corrispondono (se la funzione è discontinua) a valori prossinzi 
di x, ma a valori di x comunque disposti nell’intervallo (4, /). Divi. 
diamo pure l’intervallo (7, 4) che racchiude in sé l’estremo inferiore 
e l'estremo superiore dei valori di f(x) in tanti intervallini di lun- 
ghezza tendente a zero! Ricordiamoci però che i valori della x, i 
quali fanno assumere alla funzione un valore f(x) compreso fra 4 e /, 
+» non saranno più «ascisse di punti che riempiono un segmentino 
(4; 1 4;) dell’asse delle x», ma saranno «ascisse di punti apparte- 
nenti a un generico insieme lineare E, di tale asse». «Diciamo pure, 
se vogliamo seguire il linguaggio degli indivisibili — scrive Lebesgue - 
che noi dobbiamo compiere la somma dei vari indivisibili (paralleli 
all’asse delle y) connessi alla funzione data...»; ricordiamoci però 
che a questo scopo dovremo «fare come in algebra, quando si ridu- 
cono i termini simili... e cioè riunire gli indivisibili che hanno lun- 
ghezza eguale o pressoché eguale...»: riunirli tra loro, anche se i 
punti dell’asse delle x, dai quali partono, non formano un segmenti- 
no di lunghezza immediatamente calcolabile ma formano, come si è 
detto, un generico insieme E,. L'essenziale è - se si vuole prosegui- 
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re con coerenza questa via aperta da Cauchy - di saper calcolare la 
misura dell’insieme generico E,, onde moltiplicarla per un qualun- 
que valore della f(x) compreso fra i due valori molto prossimi 4, e 
a, 

Ecco la via per cui entra, nella definizione di integrale data da 
Lebesgue, l’idea di «misura di un generico insieme lineare E,». Ecco 
scoperta la catena di idee che riconduce l’integrale di Lebesgue del- 
la funzione f(x) in una variabile al concetto di misura degli insiemi 
lineari. 

Prima, però, di proseguire oltre nella nostra spiegazione, è indi- 
spensabile tornare alquanto indietro, onde precisare il concetto di 


«funzione misurabile». 


di 


Si dice che una funzione f(x) (limitata o no) è rzisurabile nell’in- 
sieme E allorquando, presi due numeri reali x e B qualunque, ove 
x<, risulta misurabile l'insieme degli x appartenenti a È per i qua- 
liè a<f(x) <B.° 

E facile dimostrare che: condizione necessaria e sufficiene affin- 
ché f(x) sia misurabile è che, preso un x qualunque, risulti misura- 
bile l'insieme degli x appartenenti a E per i qualiè a </(x). 

Si dimostra pure: 1) la somma di due funzioni misurabili è una 
funzione misurabile; 2) il limite di una successione convergente 
di funzioni misurabili è una funzione misurabile. 


1 Nell'articolo poco fa citato Lebesgue spiega la novità dal suo integrale con una simi- 
litudine molto efficace: «nel procedimento di Riemann si tentava di sommare gli indivi- 
sibili prendendoli nell'ordine in cui ce li fornisce la variazione di x, operando come fareb- 
be un commerciante senza metodo che contasse monete e biglietti a caso nell'ordine che 
gli vengono fra le mani. Noi operiamo invece come il commerciante metodico che separa 
le monete e i biglietti dei diversi tagli contando quanti ne ha per ogni singolo taglio... I 
due metodi condurranno certo il commerciante al medesimo risultato finale, in quanto 
che, per ricco che egli sia, non ha da contare che un numero finito di biglietti. Ma per noi, che 
dobbiamo contare una infinità di indivisibili, la differenza fra i due modi di procedere è 
capitale ». 

2 In tale ipotesi si ricava che è pure misurabile l’insieme degli x appartenenti a E per 
i quali è f(x) = @. Esso è infatti la parte comune agli insiemi degli x appartenenti a È 
per i quali vale a — 1<f(x) <x + % allorché 4 tende a zero. 
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Siamo ora in grado di definire l’integrale di Lebesgue sulla trac- 
cia delle spiegazioni accennate nel paragrafo 2. 

Supponiamo di avere una funzione f(x) limitata e misurabile in E; 
e sia (7, L) un intervallo numerico contenente nel suo interno il trat- 
to di variazione della funzione f(x). Dividiamolo in intervallini par- 
ziali mediante i seguenti numeri: 


h=<i<b<...<1,=L. 


Indichiamo con E(f(x) = 2) l’insieme dei valori x appartenenti a F 
per i quali è f(x) = Z; con E(Z/<f(x)< 4, ;) l'insieme dei valori x 
appartenenti a E per i quali è //< f(x) < 7}; con #E(f(x) = 2), 
mE(l<f(x)<1;,;)le loro misure. 

Costruiamoci le somme: 


n= 1 
o=' /{mE(fx)=l)+mE(<fx)<,x} 
i=0 
5=Y J{mEll_1<fa)<1)+mE(f=1)} [1] 


i=1 


Ciò posto, Lebesgue dimostra il seguente teorema: 


Teorema Detto £ il massimo degli intervallini (l.— L_,), se la f(x) 
è limitata e misurabile in E, si ha che: 1) se facciamo tendere & a zero 
intercalando fra gli Ì. dei nuovi numeri, 6 e X tendono a un medesimo 
limite; 2) se facciamo tendere € a zero intercalando fra gli L. altri nume- 
ri diversi dai precedenti, o e X tendono ancora a un limite che è eguale a 
quello di prima. 


Orbene: proprio questo limite porta il nome di integrale lebesguia- 
no, o integrale (L), della funzione f(x). 

Può darsi che anche per altre funzioni si verifichino le due circo- 
stanze anzidette; allora anche per esse esisterà quello che abbiamo 
chiamato «integrale (L)». 

In generale, Lebesgue chiama funzione sommabile una funzione 
per cui le [1] tendano al medesimo limite qualunque sia la maniera con 
cui £ tende a zero. Egli riserva invece il nome di funzione integra- 
bile a una funzione per la quale esista l’integrale di Riemann. Ciò 
posto, può enunciare il teorema poco fa riferito nella seguente for- 
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ma espressiva e concisa: «ogni funzione misurabile limitata è som- 
mabile». E aggiunge subito che questo risultato è particolarmente 
notevole in quanto «non si è riusciti finora a nominare una funzio- 
ne non misurabile». 


4. 


L’integrale (L) gode di varie proprietà molto notevoli. Ci limite- 
remo a enunciarne alcune fra le principali. 

1) La somma di un numero finito di funzioni sommabili in un 
aggregato E è pure sommabile in E, e l'integrale della somma è egua- 
le alla somma degli integrali. 

2) Se le funzioni f,(x) sono misurabili ed egualmente limitate in 
un medesimo insieme E di misura finita 72, se per di più esse tendo- 
no a un limite f(x), allora l’integrale di f,(x) tende all’integrale di f(x). 

3) Se l’aggregato E è la somma degli aggregati E,, E.... in nume- 
ro finito o in una infinità numerabile, e senza punti in comune; allo- 
ra si ha che l’integrale di f(x) esteso a E è eguale alla somma (o alla 
serie) degli integrali estesi a E,, E)... 

4) Quando f(x) = 1, l’integrale di f(x) esteso a un insieme E ci dà 
la misura di E. 

5) Quando esiste l’integrale di Riemann di una funzione f(x) in 
un certo intervallo, allora esiste anche l’integrale di Lebesgue della 
medesima funzione nel medesimo intervallo, e i due integrali sono 
eguali fra loro. Non vale però il viceversa. 


I. 


La definizione esposta nel paragrafo 3 si complica, se la funzione 
integranda non è limitata. 

In tale caso infatti l’intervallo numerico (/, L) contenente nel suo 
interno il tratto di variazione della funzione non risulta più finito, e 
quindi, per suddividerlo in intervallini di lunghezza tutt’al più egua- 
le a €, non può bastare un numero finito di punti /; ma ne occorrono 
infiniti. Le due sommatorie [1] diventano allora due serie, e per 
definire l’integrale (L) si deve introdurre l’ipotesi suppletiva della 
loro convergenza. 
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Ma non è qui il caso di inoltrarci in questo difficile problema. Un 
solo risultato va ricordato: che, mentre non si sanno costruire fun- 
zioni limitate che non siano sommabili, esistono invece (e sono di 
facile costruzione) funzioni non limitate e non sommabili. 

La definizione esposta nel paragrafo 3 ci suggerisce un’ultima os- 
servazione, del più alto interesse. Qual era il punto fondamentale di 
tale definizione? Era questo: che, per ogni E,, si sapesse calcolare la 
relativa misura 7(E,), ove, come risulta dal capitolo 23, #(E,) è un 
ben determinato numero, variabile in funzione di E,. Orbene: è 
possibile sostituire a questa 7:(E,) un’altra funzione p(E,), che - ben 
inteso — risulti essa pure definita per tutta la famiglia di insiemi E? 
Che cosa può scaturire da siffatta sostituzione? 

La risposta a questi interrogativi è, come abbiamo detto poco fa, 
del più alto interesse e apre la via a importanti ricerche. Essa ci dice 
che, sotto certe condizioni, l’anzidetta sostituzione è possibile; il 
concetto che si raggiunge attraverso questa generalizzazione è l’in- 
tegrale di Stieltjes-Radon. Esso fu trovato in forma puramente ana- 
litica da Stieltjes nel 1894, e riscoperto nel 1913 da Radon che ne 
mise in luce l’importante significato fisico. 


6. 


Per ragioni di brevità, abbiamo limitato la nostra spiegazione del 
paragrafo 3 al caso di una funzione f(x) di una sola variabile. Però, 
anche a parte questa limitazione, dobbiamo osservare che quanto 
venne detto finora è ben lungi dall’illustrare l'integrale (L) in tutta 
la sua generalità. 

Il punto di vista da noi riferito è quello che Lebesgue chiama «co- 
struttivo», e abbiamo visto che serve molto bene a mettere in chia- 
ra luce le differenze tra l’integrale di Lebesgue e quello di Riemann. 
Non ci si può rendere conto, tuttavia, dell'importanza enorme del 
nuovo concetto di integrale, se non si accenna anche ad altre vie che 
ci conducono ad esso. 

Una di esse consiste nella cosiddetta definizione «astratta o for- 
male». La si raggiunge, stabilendo a priori alcune condizioni gene- 
rali che devono trovarsi soddisfatte dal concetto di integrale. Mi 
servirò, per spiegarle, delle parole stesse di Lebesgue. 
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«Noi ci proponiamo - scrive Lebesgue — di connettere a ogni fun- 
zione limitata f(x), definita in un intervallo finito (4, 2) positivo o 


b 
negativo o nullo, un numero finito Î f(x)dx che soddisfi alle condi- 
zioni seguenti: a 
1) Qualunque siano a, d, è, si ha 
b b+h : 
[feodx= | fl- Dax. 
a at 


2) Qualunque siano 4, è, c, si ha 


b fa a 
f f(x)dx + f fx)dx + / f(x)dx= 0. 
a b c 


b b b 
3) [teo + g(x)]dx = [f00dx + [etna 


4) Se si haf=>0 e d>a, si ha pure 


b 
[fdx=0 

5) Si ha # 
fide=1. 
0 


6) Se, al crescere dell’indice x, la funzione f,(x) tende crescendo 
alla funzione f(x), l'integrale di f,(x) tende verso quello di f(x). 


«Enunciando le sei condizioni del problema di integrazione, noi 
definiamo l’integrale. Questa definizione appartiene alla classe di 
quelle che si possono chiamare descrittive; in queste definizioni, si 
enunciano certe proprietà caratteristiche dell’ente che si vuol defi- 
nire. Nelle definizioni costruttive, si enunciano invece le operazioni 
che occorre compiere per ottenere l’ente da definirsi... 

Quando si è enunciata una definizione costruttiva, bisogna, com'è 
noto, dimostrare che le operazioni indicate in questa definizione sono 
possibili; ma anche una definizione descrittiva è assoggettata a certe 
condizioni: occorre che le condizioni enunciate siano compatibili». 
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Non possiamo seguire Lebesgue in tutta l’analisi ch'egli compie, 
per dimostrare che le sei condizioni sopra riferite costituiscono ef- 
fettivamente una definizione descrittiva del concetto di integrale. 
Basti ricordare che essa conclude con la constatazione dell’identità 
dell’ente così definito con l’ente costruito per mezzo della defini- 
zione da noi esposta nel paragrafo 3. 

Oltre il problema della compatibilità delle sei condizioni or ora 
riferite, merita infine menzione il problema - più difficile e più inte. 
ressante — della loro reciproca indipendenza. Lebesgue stesso ne ha 
rilevato l’importanza, specie per ciò che riguarda la sesta condizio- 
ne nei confronti delle cinque precedenti. Fu il matematico polacco 
Banach a risolverlo nel 1923, dimostrando che tale condizione è 
indipendente dalle altre. 


7. 


Non meno fondamentale delle due precedenti è la definizione 
geometrica. 

Già accennammo nel paragrafo 2, riferendo le parole stesse di 
Lebesgue, che la funzione integranda /(x) individua, per ogni x ap- 
partenente al campo di integrazione E, un «indivisibile», ossia una 
corda parallela all’asse delle ordinate, i cui punti hanno: per ascissa 
proprio x, e per ordinata un valore y compreso tra 0 e f(x). I punti 
che stanno su tutti questi indivisibili costituiscono un «aggregato pia- 
no» D, ed è noto che, se la funzione /(x) è continua, questo aggrega- 
to forma un pezzo di superficie piana nel senso ordinario del termine. 

Orbene: la definizione geometrica dell’integrale (L) si connette 
direttamente alla tradizione classica, che presentava gli integrali 
come valori di aree. E vero che il nostro aggregato D non sarà, nel 
caso generale, un pezzo di superficie nel senso ordinario del termi- 
ne; sarà però un insieme di punti di cui si potrà tentare di calcolare 
la misura. 

Nel capitolo 23 noi ci siamo limitati a riferire la misura (L) degli 
insiemi lineari. Accennammo tuttavia che Lebesgue ha potuto defi- 
nire, con metodo analogo a quello da noi esposto, anche una misura 
molto generale degli insiemi piani, degli insiemi spaziali ecc. (Per gli 
insiemi piani egli opera su rettangoli come prima operava su seg- 
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menti). Orbene: proprio applicando questo concetto generale di 
misura degli insiemi piani all'insieme D sopra accennato, egli è giun- 
to ai seguenti fondamentali risultati: 1) se f(x) è sommabile, nel senso 
definito al paragrafo 3, l’aggregato piano D è misurabile (L) e vice- 
versa; 2) la misura (L) dell’aggregato D è proprio l’integrale (L) este- 
so a E della funzione f(x) che servì a determinare D. 

Dunque si può assumere, come nuova definizione dell’integrale 
(L) di f(x), proprio la misura dell’insieme D. E si ha il vantaggio che 
la definizione è subito estendibile al caso di funzioni di due o più 
variabili, bastando in tali casi considerare le misure di aggregati a 3, 
4... e in generale a 7 dimensioni. Per una trattazione rigorosa, rin- 
viamo ai grandi trattati dell'argomento; per esempio alla celebre 
opera Théorie de l’intégrale di S. Saks (1933). 


8. 


Occorre, infine, aggiungere qualche parola sul cosiddetto integra- 
le indefinito. 

Già nel capitolo 11 accennammo alla definizione ordinaria del- 
l’integrale indefinito di Riemann. Essa consiste nel porre: 


F(x)=k+ / f(x)dx [2] 


ove & denota una costante arbitraria e 4 il limite inferiore dell’in- 
tervallo di integrazione. Ora sarebbe facile estendere questa defini- 
zione al caso dell’integrale (L). 

Lebesgue osserva, però, che solo un abuso di linguaggio ci consen- 
te di chiamare la [2] «integrale indefinito». A rigore questa espres- 
sione dovrebbe designare, secondo lui, non una funzione di punto 
F(x), ma una «funzione di intervallo», o più generalmente, una «fun- 
zione di insieme». Anche nella [2] si può porre in vista questo carat- 
tere di «funzione di insieme», stabilendo che l’integrale indefinito 
non sia proprio F(x), ma una funzione definibile attraverso F(x). 
Eccola: 
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Orbene, fatte queste considerazioni, sorge spontanea la domanda: 
vi è modo di caratterizzare, fra tutte le possibili funzioni di insieme, 
proprio quelle che sono integrali indefiniti? La risposta è positiva e 
nl basa su due concetti molto importanti per tutta l’analisi delle fun- 
zioni di variabile reale: il concetto di additività completa (dovuto a 
de La Vallée Poussin) e quello di assoluta continuità (dovuto a Vitali). 

Una funzione di insieme, misurabile, Y(E) dicesi completamen- 
te additiva se, in qualunque maniera si divida E in insiemi misura- 
bili E,, E)..., in numero finito o in una infinità numerabile, e senza 
punti comuni due a due, si ha 


W(E)=P(E,) + Y(E) +... 


Una funzione di insieme, misurabile Y(E) dicesi assolutamente 
continua se, allorquando E varia in modo che w(E) tende a zero, 
anche (E) tende a zero. 

Orbene, si dimostra che: se una funzione ‘Y(E) gode di queste 
due proprietà, allora essa è certamente l’integrale indefinito di una 
funzione f(P) che dipenderà da 1, 2, 3, 4... variabili, secondo che 
l’insieme variabile E era un insieme lineare o piano o di uno spazio 
a 3, 4 ecc. dimensioni. 


9. 


Mentre nei paragrafi precedenti si è accennato al modo di elevar- 
si dalla funzione integranda f(x), che è una funzione di punto, al va- 
lore del suo integrale, che è una funzione di insieme, ora dovremmo 
porre il problema inverso. 

Data una funzione di insieme Y(E), se abbiamo riconosciuto che 
essa soddisfa alle due condizioni enunciate nel paragrafo 8, se sap- 
piamo cioè che è l’integrale indefinito di una funzione f(P), esiste 
qualche metodo onde trovare questa funzione f(P)? 

La risposta è che questo metodo esiste, e che la funzione f(P) ri- 
sulta determinata dalla Y(E), salvo la possibilità di modificare arbi- 
trariamente la f nei punti di un insieme arbitrario di misura nulla. 
Queste modificazioni non impediscono che la f(P) continui ad ave- 
re come integrale indefinito la Y(E) anzidetta. 
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Il metodo di passare dalla Y(E) alla f(P) generalizza il procedi- 
mento di derivazione, del quale abbiamo studiato le origini e i primi 
sviluppi nella parte seconda del precedente corso. Ci limiteremo a 
darne in poche righe una spiegazione molto sommaria e, necessaria- 
mente, poco precisa. 

Sia P il punto in cui si vuol calcolare la funzione f(P). Calcolia- 
moci la (E) estesa a un dominio A che sia: un intervallo avente P 
come punto di mezzo, o un cerchio di centro P, o in genere una sfe- 
ra a n dimensioni di centro P (secondo le dimensioni dello spazio 
considerato). Con essa e con la misura #(A) formiamo il rapporto 
F(A)/m(A). Ciò posto, si dimostra che la funzione f(P) sarà data dal 
seguente limite: 


pia [3] 


A02(A) 

La formula ora scritta costituisce la naturale generalizzazione del 
teorema di inversione; teorema molto importante, come fu illustra- 
to nella parte seconda, e la cui scoperta segna il vero inizio dell’ana- 
lisi moderna. 

E ovvio che non possiamo qui discutere le condizioni di deriva- 
bilità della Y(A) che richiederebbero l’introduzione di molti com- 
plicati concetti; né definire i «numeri derivati» i quali generalizza- 
no la derivata nel caso in cui il limite della [3] non esiste. Una cosa 
però non possiamo tacere: che la definizione del concetto di deriva- 
ta ci suggerisce un’ultima forma di presentare l’operazione di integra- 
zione, ancora diversa da quelle spiegate nei paragrafi precedenti. 

Questa forma consiste nel considerare l’integrazione della fun- 
zione di punto f(P), come la ricerca della sua primitiva, cioè della 
funzione Y(E) che ammette f(P) come propria derivata. (Non pos- 
siamo entrare in dettagli sulle condizioni cui dovrà soddisfare la f(P) 
e sulla indeterminazione della Y(E)). 

Orbene: è di importanza fondamentale il fatto, che neanche l’in- 
tegrale di Lebesgue risolve completamente il problema della ricerca del- 
le funzioni primitive. Esistono cioè dei casi in cui la f(P) non è inte- 
grabile nel senso di Riemann né sommabile nel senso di Lebesgue, e 
ciò malgrado esiste una primitiva YY(E), di cui la f(P) è la derivata. 

Occorre quindi un nuovo procedimento per calcolare queste fun- 
zioni primitive; occorre un nuovo più ampio concetto di integrale. 
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(Questo nuovo concetto di integrale fu dato, da punti di vista diver- 
si, da Denjoy e da Perron. Il procedimento più caratteristico per il 
calcolo delle funzioni primitive è quello dato da Denjoy e porta il 
nome di «totalizzazione completa». Esso, che si vale in forma essen- 
ziale dei numeri transfiniti di Cantor, costituisce l'operazione inver- 
sa della derivazione intesa nel senso generale poco fa accennato. 


10. 


Non è necessario addentrarci oltre, nei particolari tecnici dell’inte- 
grazione secondo Lebesgue, secondo Stieltjes, secondo Denjoy ecc., 
per comprendere l’enorme cammino compiuto nell’ultimo mezzo se- 
colo in questo delicato e fondamentale campo di ricerche matemati- 
che. Una cosa ci sembra comunque provata: che gli studi moderni 
sull’integrazione, pur nella loro indiscutibile originalità, si ricolle- 
gano senza dubbio - e molto strettamente - all’evoluzione compiu- 
ta dall’analisi nei secoli precedenti. 

Se i matematici di oggi riescono a impostare il problema dell’in- 
tegrazione in forma nuova, con una generalità sconosciuta ai grandi 
classici del passato, ciò è dovuto soprattutto alla possibilità che oggi 
si è acquisita di trattare con rigore e con speditezza il concetto di 
infinito; è dovuto cioè, in ultima analisi, a quella che Denjoy chia- 
ma «la più grande rivoluzione che la matematica abbia conosciuto 
dopo l’invenzione del calcolo differenziale e del calcolo integrale»: 
alla teoria degli insiemi infiniti. 

L’analisi infinitesimale, che ha fatto il suo ingresso nella scienza 
greca con le celebri osservazioni di Zenone e di Anassagora sull’in- 
finitamente grande e l’infinitamente piccolo, che di nuovo nel Sei- 
cento si è imposta all’attenzione generale come «geometria degli 
indivisibili», anche oggi è e rimane per eccellenza la «matematica 
dell’infinito». Oggi però essa è una scienza «critica», che elabora i 
suoi concetti con tutti gli strumenti più sottili della logica, che non 
si arretra di fronte alle più singolari antinomie, che non si lascia sgo- 
mentare dall’alone di mistero di cui l’infinito è circonfuso nel lin- 
guaggio ordinario. 
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